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MÉMOIRE 


Sun i.a 

DÉTERMINATION DES PERTURBATIONS ABSOLUES DANS DES ELLIPSES 
D’UNE EXCENTRICITÉ ET D’UNE INCLINAISON QUELCONQUES; 


Par H. HANSEN, 

Direcleur du l'Observatoire du Colhn. 

(Traduit de l’allemand par M. Victor MAUVAIS, Astronome adjoint du 
Bureau des Longitudes.) 


Première Partie, contenant, comme exemple, le calcul des perturbations 
absolues de la comète de Encke produites par Saturne. 

1RTBODUCTIOÎÏ . 

La détermination théorique des lieux des anciennes planètes et des satellites 
s'obtient , comme on sait, au moyen d’expressions qui donnent les coordonnées 
polaires en fonction du temps. Si l’on calcule, une fois pour toutes, cesexpres- 
sions avec une exactitude suffisante, le calcul du lieu d'une planète ou d’un 
satellite n’exige plus d’autre travail que celui de la substitution d’une valeur 
particulière du temps dans les formules, et ce travail est encore singulière- 
ment facilité par l'emploi de Tables qui ont été calculées dansce but. Les mé- 
thodes qui servent à développer et à calculer les expressions des coordonnées 
polaires en fonction du temps sont maintenant si connues, qu’en les appliquant 
on peut arriver au résultat avec toute l’exactitude désirable. Ainsi, à l'égard 
de ces corps célestes , on peut dire, dans le sens le plus étendu du mot, que le 
problème de la détermination de leurs orbites est résolu. Il n’en est pas de 
même des nouvelles planètes et des comètes. Jusqu’ici il n'y a aucune méthode 
mathématique, aucune règle ou formule d’après lesquelles on puisse exprimer 
(avec quelque avantage) leurs coordonnées hélioeentriques ou leurs éléments 
elliptiques en fonction du temps, considéré comme variable indépendante. On 
n’a même pas cherché à résoudre le problème sous ce point de vue (du moins 
rien n'a été publié sur ce sujet). La méthode dont les astronomes se servent 
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pour déterminer les lieux île ces corps célestes est toute differente. Ils em- 
ploient, pour cela , des expressions mathématiques qui donnent les change- 
ments qu’éprouvent les éléments elliptiques, par l’attraction des planètes, 
pendant un temps très-court. Lorsque , par la substitution des valeurs numé- 
riques convenables dans ces expressions , on a calculé les changements des é-lé- 
ments elliptiques, pendant un nombre suffisant de petits intervalles de temps 
qui se suivent , on obtient par l’espèce de sommation connue sous le nom de 
quadrature mécanique, les changements quelconques des éléments qui peuvent 
avoir eu lieu pendant tout l’intervalle, jusqu'au temps pour lequel on a établi 
ces calculs, et l’on peut ainsi calculer les coordonnées do la planète ou de 
la comète pour ce même temps. 

On ne doit pas considérer celte méthode comme ayant été, d'après des 
considérations théoriques, reconnue préférable pour cette classe de corps cé- 
lestes ; elle est employée uniquement parce qu’il n’existe jusqu’ici aucun pro- 
cédé à l’aide duquel on puisse (à cause de la grandeur des excentricités et des 
inclinaisons des orbites) exprimer les coordonnées des nouvelles planètes et 
des comètes en fonction du temps , considéré comme variable indépendante. 
Aussi trouve-t-on , dans les Traités d’astronomie et de mathématiques, des 
passages d'où il paraît résulter que la solution de ce problème est regardée 
comme impossible par quelques auteurs. 

Cependant cette solution serait d’autant plus désirable que la méthode 
que l’on suit encore pour les nouvelles planètes et pour les comètes, si 
on la compare à l’antre, porte avec elle des imperfections et des inconvé- 
nients essentiels , quelque amélioration qu’elle ait reçue en cltc-mcmc pâl- 
ies efforts des gé-omètres les plus distingués de ce siècle. Une île ses imper- 
fections les plus importantes, c’est que l'on ne peut déterminer le lieu d'un 
corps céleste sans un calcul préalable très-long, qui doit se répéter de 
période en période ; et quand même l'astre n'aurait pas été observé dans une 
ou plusieurs de ces périodes , on. ne pourrait pas néanmoins les laisser de côte 
dans le calcul ; ainsi, lorsque l’on a deux ou plusieurs observations éloignées 
les unes des autres , on ne peut les lier entre elles qu’en étendant le calcul à 
toutes les périodes intermédiaires; tandis que , si les coordonnées de ces 
corps célestes étaient exprimées en fonction du temps , considéré comme 
variable indépendante , on pourrait lier entre elles des observations , quelque 
rapprochées ou quelque éloignées qu’elles fussent les unes des autres , et cela 
par un travail très-peu étendu en comparaison du précédent. Il est vrai que 
ce calcul des expressions des coordonnées en fonction du temps exigerait un 
travail complètement exécute à l’avance , mais il suffirait de le faire une fois 
pour toutes ; tandis que l’autrecalcnl , qu'il faut répéter de période en période, 
n'a jamais de fin. Du reste , si l'on considère celte même méthode (des quadra- 
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îures) sous le rapport pratique, on voit que deux ou plusieurs observations 
très -éloignées l’une de l'autre ne peuvent être liées entre elles avec la même 
précision que si elles étaient rapprochées : car, plus les observations que l’on 
veut rattacher les unes aux autres sont éloignées, plus il y a de termes dans les 
sommes qui lient les éléments elliptiques des diverses époques. Danschaque 
terme , le dernier ou même les derniers chiffres , sont inexacts pour des 
causes que l’on connaît ; les sommes doivent donc être d'autant plus inexactes 
qu’elles contiennent plus de termes. Théoriquement , on pourrait danschaque 
cas remédier à ce dernier genre d’inexactitude : il suffirait d’augmenter con - 
venablement, dans le calcul de chaque terme , le nombre de chiffres décimaux- 
Mais bientôt ce moyen cesse d’être praticable , car les calculs deviennent 
d’une insurmontable longueur. En effet, il faudrait d’abord employer 
des Tables de logarithmes à un plus grand nombre de chiffres décimaux ; 
en second lieu, il faudrait faire les intervalles de temps plus courts, 
ce qui augmenterait encore le nombre des termes dont se composent les 
sommes dont nous avons parlé plus haut. Il est vrai que cette augmentation 
n’a , en résumé , que peu d'influence sur l’inexactitude des sommes; car, en di- 
minuant les intervalles de temps, on diminue en même temps le facteurexpri- 
mant la différentielle du temps qui doit multiplier chaque terme; en troisième 
lieu , il faudrait , à cause des termes provenant des carrés et des produits des 
forces perturbatrices, changer plus souvent les éléments elliptiques employés 
dans le calcul. Dans les cas où les perturbations sont très-considérables , il faut 
mettre la plus grande concordance dans les changements des éléments ellipti- 
ques qui servent de fondement au calcul , car dans le développement des 
différentes parties dont chaque terme se compose, les termes provenant des 
carrés et des produits des forces perturbatrices sont souvent tels, qu’ils se com- 
pensent presque complètement dans les sommer. Si l’on n’apassuivi une marche 
rigoureusement concordante dans Us changements simultanés des éléments ser- 
vant de fondement au calcul , il pourra arriver que , dans le résultat , les parties 
dont nous venons de parler ne se compensent pas exactement, et que, par con- 
séquent, ce résultat ne soit inexact. Le seul moyen de remédier à cette circon- 
stance est de calculer deux fois quelques-unes des différentielles des éléments, 
pour chacun des instants où l’on doit faire ce changement simultané , savoir : 
une première fois avec leséléments employés jusque-là , et une seconde fois avec 
les éléments modifiés, tels qu’ils doivent être employés pour la suite , jusqu’à ce 
que la différence des résultats obtenus de cette manière soit assez, petite pour 
pouvoir être négligée. Ce double calcul augmente d'autant plus le travail, que 
l’on est plus souvent obligé de changer ainsi simultanément les éléments. 

De toutes ces circonstances il résulte «pic, par la méthode dont nous parlons, 
il est pratiquement impossible de lier ensemble, avec une exactitude suffisante, 
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deux époques très-éloignées l’une de l'autre; tandis que, par la méthode qui 
se fonde sur l’emploi des termes périodiques des perturbations, on obtient le 
lieu d’un corps céleste avec une égale exactitude, quelque éloigné que soit le 
temps pour lequel on calcule ce lieu, soit;» partir du moment actuel, soit à partir 
d'une époque fixe. Quant aux termes qui sont multipliés par le temps lui-même , 
c'est-à-dire les variations séculaires, leur incertitude va sans doute en crois- 
sant avec le temps, mais dans une mesure bien moindre qu'avec l’autre mé- 
thode. On peut, avec assez peu de travail, calculer les variations séculaires 
avec une exactitude telle que, par exemple, l’erreur sur le lieu d’un corps 
céleste, dans l’intervalle de mille ans avant ou après l’époque fixe, ne s’élève 
pas à une seconde , et par conséquent la somme totale des perturbations com- 
prises dans cet intervalle sera théoriquement exacte à cette grandeur prés. 
Dans l’autre méthode, au contraire, ôn ne pourrait certainement pas éviter une 
inexactitude plus grande pour un intervalle bien moindre. 

Une circonstance est encore à remarquer : dans le calcul des pertur- 
bations par les quadratures, les perturbations de l’élément elliptique que 
l’on appelle époque de la longitude moyenne, ou anomalie moyenne , parais- 
sent généralement beaucoup plus grandes qu’elles ne le sont en effet. Cette cir- 
constance vient de ce que la double intégration que le calcul des perturbations 
de cet élément exige, donne lieu à un terme proportionnel au temps, et dont 
la valeur numérique, parle calcul meme et non par le fait du calculateur, se 
confond avec la valeur numérique des termes périodiques, et, ainsi réunie, 
se présente dans le résultat comme une seule et même grandeur numérique. 
Ce terme sc soustrait ensuite de lui-méme dans la valeur du moyen mouve- 
ment lorsque l’on détermine les cléments purement elliptiques au moyen des 
observations; en sorte que la vraie valeur du moyen mouvement d’un corps 
céleste se compose de la réunion , du moyen mouvement que l’on nomme pure- 
ment elliptique, de ses perturbations, et du terme proportionnel au temps 
dont nous venons de parler et qui est implicitement contenu dans les pertur- 
bations de l’époque. 

Lorsque ce terme est considérable, il exerce une influence nuisible sur le 
calcul des perturbations; car il rend les nombres plus grauds numériquement 
et oblige ainsi à employer, dans le calcul , des logarithmes avec un plus grand 
nombre de décimales. Il amène ensuite de plus grands changements dans les 
perturbations que l'on obtient, ce qui fait que l’on est obligé de changer encore 
plus souvent les éléments, base du calcul; il est cause, en un mot, que les 
termes dépendants des carrés et des produits des forces perturbatrices parais- 
sent plus grands qu’ils ne le sont en effet. 

Toutes ces choses réunies faisaient désirer que l’on pût trouver une méthode 
au moyen de laquelle il bit possible d'exprimer en fonction du temps consi- 
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deré comme variable indépendante, les coordonnées héliocenlriqucs des 
petites planètes et des comètes dont on connaît le temps de la révolution, 
comme on le lait pour les anciennes planètes et pour les satellites. 

M. Bessel (Astr. nadir., tome XIV) a montré comment, pour un point isolé 
d'une orbite de comète, dans le cas où le rayon vecteur de la comète serait 
beaucoup plus grand que celui de la planète troublante, on pourrait calculer 
les perturbations de cette comète sans recourir aux quadratures mécaniques ; et 
M. Airv a eu l'idée d’exprimer les perturbations , pour une portion déterminée 
de l’orbite, par des intégrales définies. Jusqu'ici on avait donc montré coin, 
ment, pour un point isolé ou pour une portion déterminée d’une orbite de 
comète, on pouvait éviter l’emploi de la méthode des quadratures mécaniques, 
mais le problème d'exprimer les coordonnées d’une comète en fonction du 
temps, ou de donner les perturbations absolues de cette comète pour tous 
les points de son orbite, n’a jamais été résolu. 

Tout ce que l’on possédait jusqu’ici pour la solution de ce problème se 
trouve dans le célèbre Mémoire de M. Gauss, intitulé Dcterminatio attractio- 
nis,ete. L’auteur y donne une élégante méthode au moyen de laquelle on peut 
calculer ceux des termes du premier ordre, par rapporté la force perturbatrice, 
dont dépendent les variations séculaires , quelle que soit d'ailleurs la grandeur 
de l'excentricité et de l'inclinaison , pourvu que l’excentricité soit moindre que 
l'unité; en d'autres termes, pourvu que ce soit une ellipse. Cependant, malgré 
cet avantage, on ne peut pas nier qu'il restait encore une grande lacuneàrem- 
plir; car, outre les variations séculaires , on a besoin de connaître encore des 
termes périodiques bcaueoup plus considérables, soit pour leur nombre, soit 
pour leur grandeur, et notamment dans le cas que nous traitons ici. Il faut 
d’ailleurs, pour arriver au résultat que l’on veut atteindre, pouvoir, dans l’un 
et l’autre cas, calculer les termes qui dépendent des carrés et des puissances 
supérieures des masses. 

Je remarquerai ici que si l'on demandait simplement une solution quelcon- 
que du problème, abstraction faite de son utilité , on pourrait déjà la déduire 
de la méthode que j’ai employée dans mon Mémoire couronné, sur les perturba- 
tions réciproques de Jupiter et de Saturne; car on peut démontrer que les séries 
infinies qui y sont employées sont convergentes, quelle que soit la grandeur 
de l'excentricité elliptique et de l'inclinaison. Par conséquent, celte méthode, 
sans aucun changement, peut s'appliquer à un corps céleste dont l'orbite 
aurait une excentricité elliptique et une inclinaison quelconques. Mais lorsque 
res éléments sont un peu grands, la convergence des séries devient très- 
petite, et il faudrait calculer un très-grand nombre de termes pour obtenir un 
résultat suffisamment exact. Déjà pour Junon, dont l’excentricité est d’environ 
i et dont l'inclinaison sur l'écliptique est d'à peu près 1 3 degrés , ou bien pour 
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Pallas , dont l'excentricité est aussi d'environ 7 et dont l'inclinaison est de près 
de 33 degrés, le nombre des termes à calculer d’après cette méthode devien- 
drait très-grand, le calcul démesurément long, et leur emploi ultérieur 
très-pénible et très-difficile. Pour toutes les comètes dont l'excentricité est 
comme celle de Enckc, = 0,84 , ou bien comme celle de llalley , = 0,97, le 
nombre des termes des perturbations serait si considérable , r|u’il faudrait 
absolument renoncera les calculer. 

Cette méthode est donc, quoique possible en théorie, inapplicable dans 
la pratique. 

Enfin , je suis arrive à une méthode qui permet de calculer les perturba- 
tions absolues (c’est-à-dire en fonction du temps pris pour variable indépen- 
dante) d’un corps céleste dont l’orbite aurait une excentricité elliptique et une 
inclinaison quelconques Cette méthode est simple, et elle conduit, du moins 
dans tous les cas où je l’ai déjà appliquée, à des séries fortement convergentes. 
Je puis admettre qu’elle donnedans tous les cas uneconvergence aussi forte , ou 
du moins , à peu près aussi forte que le comporte la nature des choses. Il est 
clair que la meme convergence ne peut pas toujours avoir lieu. La mé- 
thode se divise en deux cas, suivant que le rayon vecteur du corps troublé est 
plus petit ou plus grand que celui du corps troublant. Le premier cas, dont je 
m’occuperai d’abord, est, eu egard à la pratique, le plus important ; il com- 
prend les perturbations les plus considérables qui aient lieu dans notre système 
solaire; il comprend les perturbations que les quatre nouvelles planètes, que 
la comète de Encke et celle de Biela éprouvent de la part de Jupiter et de Sa- 
turne. Les petites perturbations qu’Uranus exerce sur le mouvement de ces 
corps célestes appartiennent au même cas. Les perturbations que la comète de 
llalley éprouve de la part de Jupiter, Saturne ctUranus, rentrent aussi essen- 
tiellement dans ce cas. J’ai déjà termine, comme premier exemple de l’applica- 
tion de cette méthode, le calcul des perturbations de la comète de Encke prove- 
nant de l’action de Saturne; or ce calcul a pu être exécuté entièrement en moins 
de dix jours, savoir, huit jours pour le calcul des perturbations de la longitude 
et du rayon vecteur, et moins de deux jours pour le calcul des perturbations 
de la latitude. J’ai aussi commencé le calcul des perturbations de cette même 
comète, causées par Jupiter; je l’ai même poussé assez, loin pour avoir déjà 
une idée nette de la nature du résultat et de la possibilité d’appliquer la mé- 
thode. Les perturbations provenant de l’action de Jupiter sont naturellement 
plus longues à calculer que celles qui proviennent de Saturne, parce que sa 
masse est plus grande et que d’ailleurs la comète peut passer plus près de Ju- 
piter que de Saturne. Ces circonstances sc manifestent dans les résultats du 
calcul (dans les coefficients des perturbations), en ce que les coefficients sont 
plus considérables et que l’on est obligé d’employer un plus grand nombre 
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de multiples de l'anomalie moyenne de la planète troublante ; car, connue on 
le verra plus bas, pour les perturbations de Saturne il suffit d’aller jusqu’à 
six fois l’anomalie de Saturne, tandis que pour celles de Jupiter, il faut aller 
jusqu’à douze fois, et même peut-être jusqu'à quatorze fois l’anomalie 
moyenne de cette planète. 

Les coefficients importants des perturbations sont quelquefois aussi nom- 
breux que ceux qui, dans le mouvement delaLune, proviennent de l'attraction 
du soleil; mais ils sont moins considérables. Dans les perturbations de la Lune, 
le plus grand coefficient s'élève à 447° secondes, tandis que le plus grand 
coefficient des perturbations de Jupiter sur la comète de Encke ne va qu’à 
2480 secondes. Les variations séculaires de son excentricité sont petites; 
mais Jupiter produit dans la ligne des absides de cette comète un mouvement 
qui s’élève à plus d’une demi -inimité par an (*). 

Le principe fondamental sur lequel repose ma méthode a pour but 
d’éviter les séries infinies ordonnées d’après les puissances de l’excentricité et de 
l'inclinaison. On prévoit bien que de pareil les séries, qui devraient servir à ex- 
primer les perturbations dans tous les cas, deviendraient très-peu convergentes 
pour de grandes excentricités et de grandes inclinaisons, et que, dans l’applica- 
tion, les perturbations obtenues parce moyen ne pourraient pas servir; tandis 
que, d’après le principe fondamental dont nous avons parlé plus haut, les per- 
turbations prennent une forme qu’elles n’avaient jamais eue jusqu’ici : il en ré- 
sulte que la fonction perturbatrice doit être développée en une série dont les 

termes sont multiplies par j * ° S j (iu -f- i'f J ), / et l' étant des nombres en tiers, 

« X anomalie excentrique de l’astre inférieur, et f X anomalie vraie de l’astre 
supérieur. Les' perturbations elles-mêmes ont par conséquent la même 
forme. 

A cause de la petite excentricité de celles des planètes de notre système so- 
laire qui peuvent exercer une force perturbatrice un peu considérable, il n’est 
pas indispensable d’éviter la série infinie ordonnée d’après les puissances de 
leur excentricité; il est, au contraire, avantageux de conserver ces séries, parce 
qu’elles facilitent beaucoup finté*gration , sans nuire toutefois essentiellement 
à la convergence des perturbations. Le terme général de la fonction pertur- 


(*) Comme l’allas et Junon ne peuvent pas approcher do Jupiter aussi près que la 
ronièlc de Encke , et quo leur excentricité est beaucoup plus petite que celle de cette 
comète, les perturbations que ces planètes éprouvent de la part de Jupiter, si on les 
calcule d'après la même méthode, seront encore beaucoup plus simples que celles de la 
comète. J'aidonc donne parla une solution applicable , de la question proposée en 18 1 1 pur 
l'Académie des .Sciences de Paris arec un prix double, et qui ctoil restée jusqu'ici sans 
être résolue. 
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Patrice et des perturbations elles-mêmes dont nous venons de parler , prend 
alors une forme un peu différente. Dans le cas où le rayon vecteur de l’astre 
troublé est plus petit que celui de la planète troublante, il est multiplié par 

( COS / 

[lu +i'g'), et , dans le cas contraire, par j (if -+- i'g' ), g' étant 

l sln / 

l’anomalie moyenne de la planète troublante. 

la' choix des coordonnées n’est pas non plus indifférent, car cela pourrait 
nuire au principe fondamental dont nous v enons de parler. I) est clair que dans 
le cas qui nous Occupe , il faut prendre les coordonnées dont l'emploi m’a con- 
duit , dans la théorie de la T. u ne et des planètes , à des séries plus convergentes 
et à des expressions plus simples. 

L'intégration des différentielles des perturbations auxquelles on arrive , et 
que l’on ramène à la forme que nous venons d'indiquer, conduit à l’intégra- 
tion d’un système d’équations aux différences finies. L’intégration de certains 
systèmes de pareilles équations aux différences a déjà été traitée d'une manière 
générale par Laplacc , Lagrange et Poisson; mais , pour le casqui nous occupe , 
l’intégration de ces équations doit être traitée d’une manière particulière. En 
général, l’intégration conduit , soit à des fractions continues, soit à des trans- 
cendantes parmi lesquelles celles si connues dans différentes branches des 
sciences naturelles , et que l’on désigne par 1 1 .jouent un rôle très-important. 
Un complet développement des propriétés de ces transcendantes n’a encore 
été donné , que je sache , nulle part ; on ne le trouvera pas ici non plus : 
j’ai voulu seulement développer celles de ces propriétés qui doivent nous 
être utiles. Il est remarquable que le calcul des facteurs propres à rendre 
intégrables les formes d’équations désignées plus haut, peut se faire de 
plusieurs manières. On trouvera trois manières différentes pour la forme 

| (iu-\-i'g')\ et pour la forme | C ° S j [if+i'g' ' , qui est un peu plus 

difficile à traiter, je n’ai pas trouvé moins de dix méthodes differentes, dont 
quelques-unes, il est vrai, ne sont pas praticables. 

J’ai traité, dans la première partie de ce Mémoire , le cas où le rayon vecteur 
du corps troublé reste toujours plus petit que celui du rorps troublant, et 
j'en ai rendu plus claire. l’application , en calculant les perturbations absolues 
que la comète de Enrke éprouve de la part tic Saturne. Je traiterai dans la 
deuxième partie le cas contraire, et enfin le cas mixte dans lequel les deux 
orbites se coupent mutuellement. 



( cos 1 

i sin f 
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§ l« r . — Considérations générales sur le développement des perturbations dans 
le cas des grandes excentricités et des grandes inclinaisons. 

1. Los pointsessenticls, dans la théorie dos perturbations en général, ou dans 
le problème de trois ou d'un plus grand nombre de corps , sont : le dévelop- 
pement de la fonction perturbatrice , la combinaison de ce développement 
avec des coordonnées convenablement choisies, et enfin l’intégration des 
séries infinies qui en résultent. Je traiterai ici le premier et le troisième point 
tout autrement que je ne l’ai fait dans les théories que j’ai exposées jusqu'à ce 
moment , et qui supposent de petites excentricités et de petites inclinaisons ; 
quant au second point , je le traiterai , au contraire , exactement de la même 
manière. 

L’unité divisée par la distance réciproque du corps troublé et du corps 
troublant , est le terme le plus compliqué de la fonction perturbatrice ; c’est 
celui dont je m’occuperai le premier. Quoique ma théorie puisse s’ap- 
pliquer aux planètes et notamment aux quatre petites , pour plus de sim- 
plicité, je nommerai comète le corps troublé , et simplement planète le corps 
troublant. Soient b la distanc e de la comète à la planète au temps t, r le rayon 
vecteur de la comète , r' celui de la planète , et H le cosinus de l’angle que 
font entre eux les deux rayons vecteurs au même temps t. Alors , 

t i 

a \/r , -+-r' 3 — arr'H 

Si l’on ne peut pas avoir en même temps r — r' et 11 = t , ou , en d’autres 
termes , si les deux orbites ne se coupent pas (*) , cette fonction jicut toujours 
être convertie en une série convergente et développée à l’infini, d’après les 
cosinus et les sinus des multiples de l’angle dont elle dépend ; les expressions 
analytiques des coefficients d’une pareille série comprenant généralement tous 
les cas, ne sont pas actuellement connues, ilest vrai; maison peut, dans chaque 
cas, calculer la valeur numérique de ces coefficients par les quadratures , et 
s’assurer, par la meme méthode,’ de la convergence de la sérié. 

Les développements analytiques que l’on peut donner, conduisent à des sé- 


(*) Dan* ce cas particulier, qui suppose le choc des deux corps, la fonction perturbatrice 
acquiert une valeur infiniment gronde , et le calcul des perturbations devient impossible. 
Mais celle impossibilité n’a lieu que quand les deux corps se rencontrent réellement; 
car si les orbites oui seulement une position telle que le choc soit possible , mais qu’il 
n’ait pas lieu, alors le calcul des perturbations n’est plus impraticable. 

Nous avons un exemple intéressant de ce cas- là dans la comète de Iticla , il l’égard de 
la Terre. 
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ries dont chacune en particulier ne converge pas toujours, même lorsque la 
convergence est possible en général ; il faut y distinguer le cas où r^> r', de 
celui où r r' , 

Si l’on ordonne le développement en série d’après les puissances de r et r 1 , 
on aura, comme on sait. 


(') 

et 

00 




■+■ Uj -+- etc. 


A 





etc. , 


les valeurs des coefficients désignés par U„ U„ U,, etc., étant les suivantes. 


U, = U, 

U, = - H' — - 



H, 

3,5 

2.4 


2H 1 + 


il 3 

2.4 ’ 


Aucun de ces coefficients ne peut devenir plus grand que -+- 1 ou plus petit 
que — 1 . 

Si H — 1 , on a : 


U, = t, 

Si H = — 1 , 011 a : 

U, = 

1, U, = 1, 

1;, = 1 

, etc. 

U, = - 1, 

II 

S 3 

1, et, = — 1 

, U. = 1 

, etc. 


Pour toutes les autres valeurs de U comprises entre ces limites, les coelfi- 
cients U„ U„ etc., sont toujours plus petits que 1 . 

2 . Les traités que l’on possède sur la convergence 011 la divergence des sé- 
riés infinies montrent que la série ( 1 ) converge toujours lorsque r r’ , et la 
série (2) lorsque r r'. Mais si r = /•' , les deux séries (1 et (2) donnent l’une 
et l’autre 

( 3 ) i = ( 1 -+- U, - 4 - U. + IJ, -+- etc. j. 

Cette série est toujours convergente, excepté quand II atteint sa valeur 
limite -f- 1. Mais on tombe alors sur le ras indiqué à l’art. I, où la fonction 
perturbatrice devient infiniment grande cl ne peut se résoudre en une série 
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périodique convergente. Si H = — i en même temps que r = r', il semblerait 
que la convergence de la série (3) doit encore cesser d'avoir lieu , et cependant 

il n’en est rien. Il faut alors développer ^ d'abord jusqu’à un terme dont l’in- 
dice, qui dépend des différentes circonstances où l’on se trouve, soit n, et 
ensuite jusqu’au terme dont l’indice est n -+- i , et prendre la moyenne de ces 
deux développements; ou , si l’on veut, il ne faut prendre que la moitié du 
dernier terme qui doit entrer dans le développement. On voit par là que , meme 

dans le cas particulier qui nous occupe, le développement de - est encore con- 
vergent. 

On voit, du reste, que les séries ( t), ( 2 ) et (3) comprennent tous les cas dans 
lesquels, en général, la fonction perturbatrice peut être convertie en une série 
périodique convergente. Mais, comme les coefficients du développement qui 
résultent delà série(i) ont, par rapport à la comète, une forme différente de 
ceux qui résultent de la série ( 2 ), il faut distinguer deux cas, savoir : 

Premier cas, r <[ r'. 

Deuxième cas , r r ' . 


On pourrait encore ajouter un troisième cas, savoir, r' . 


3. Les quotients différentiels de - convergent aussi toujours, à l’exception * 

du seul cas dont nous avons déjà parlé ; il y a cependant cette différence que , 
quand r et r' ne diffèrent pas beaucoup l’un de l’autre, la convergence ne 
commence pas dès le premier terme de la série, tandis que cela a toujours 

lieu pour le développement en série de ^ . 

I ,cs intégrales 




Ht, 


convergent plus rapidement que la quantité %t ses quotients différentiels eux - 

mêmes ; car on peut considérer une intégrale générale comme une intégrale 
définie prise entre toutes les limites possibles. Nous pouvons donc considérer 
les intégrales précédentes comme la somme de toutes les valeurs possibles de 

r • 

leurs différentielles; mais, comme la quantité —j—— U, et ses quotients dif- 

r " + 
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. • r* ~ ' 

fércntiels sont toujours plus petits que — r - - U, „ , et ses quotients diffé- 
rentiels, la somme de toutes les valeurs possibles de la première de ces quan- 
tités est encore bien plus petite que celle de toutes les valeurs possibles de la 
seconde. 

Celte proposition souffrecependant quelquefois une exception ; car, lorsque 
les valeurs de certains termes des petites différentielles conservent longtemps 
le même signe, tandis que cela n'arriverait pas pour les grandes différentielles, 
ou que cela n’aurait pas lieu dans la même mesure, alors, dans les intégrales 
des petites différentielles, il peut résulterdes termes qui soient plus grands que 
les termes les plus considérables qui proviennent des intégrales des grandes 
différentielles. Mais les termes de ce genre qui résultent de l’intégration sont 
toujours isoles, et la proposition reste vraie pour tout le reste. 

On verra, dans la suite, que précisément dans le cas où la convergence dans 
les différentielles est la moindre, elle augmente, en général , le plus pai l’inté- 
gration. 

4 . Désignons par fl la fonction perturbatrice , par m la masse de la comète, 
par m' celle de la planète, et par M celle du soleil ; alors 


/ 1 r 

(a “T-.» 


M -+- m r' s 

Considérons le premier cas (art. 2), et substituons la série correspondante 

ù ' , on aura : 

A 

m' il r 7 r 7 r' \ 

11 — - — - I -, + — tl, -f- — IJ — L, -+- etc. ) 

M •+• m ' r r 7 r ' r 7 / 


Il est digne de remarque que le terme ^ II de la fonction perturbatrice qui 

provient de l’attraction exercée par le soleil sur la planète , simplifie le déve- 
loppement dans le cas actuel, tandis que ce même terme rend plus compliquée 
la forme analytique de l’équation différentielle du problème des trois corps. 
Les équations différentielles du second ordre qui expriment le mouvement de 
chaqne corps d’un système autour d’un point fixe quelconque, ou bien celles 
qui expriment le mouvement de ces memes corps autour de leur centre com- 
mun de gravité, peuvent cire, comme on sait, ramenées à dépendre des 
quotients différentiels partiels d’une même grandeur; ils sont donc , considé- 
rés analytiquement, plus simples que les équations différentielles qui expriment 
le mouvement relatif de ces corps autour de l’un d’eux; car dans celles-ci, 
pour chaque corps en particulier, il faudrait introduire une fonction pertur- 
batrice plus compliquée (celle que nous désignons par n pour les comètes). 
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Néanmoins, le développement de ces dernières équations est plus simple que 
celui des premières, car ici disparait le premier terme qui est le plus consi- 
dérable, tandis que cela n'arrive pas dans l'autre cas. On verra bientôt que ce 

meme terme -- H contribue aussi essentiellement à simplifier les perturba- 
tions dans le cas de r> r'. Nous avons ici" un exemple de cette particularité, 
qui se représente souvent, que les formules fondamentales, les plus simples 
sous le rapport analytique, ne sont pas toujours les plus commodes et les plus 
faciles dans l'application. 

Remarquons que, pour arriver à obtenir les perturbations de la comète, 
nous n'avons pas besoin de it même , mais seulement de ses quotients dif- 
férentiels relativement aux coordonnées de la comète. On voit donc que 
nous pouvons négliger le premier terme «le la série précédente; nous avons 
ainsi : 


(0 


M 


(5 


U, -f- 7 U, -f —r U« -f* etc. 




Substituons le développement de - , donné plus haut pour le sucond cas, 
dans l’expression 

m* / 1 r \ 

ft = ïfT^U” H )’ 

on aura : 


M 


r> u ' ' 


■ u, 4- — u, - 




Maison verra plus basque les termes 


I 

r 



lorsqu'on les substitue ensemble dans l'expression de la différentielle des per- 
turbations, sont intégrables sans le secours d'une série infinie; ils se détachent 
donc d’eux-mémes des autres termes, à cause de cette propriété, et il reste 


(a) 


/ r ” r'> r' 1 \ 

( — U> H rf,+ -: U, -+- etc. ) , 

r \r> /■' r‘ J 


expression analogue à celle trouvée plus haut pour le premier cas, en ce 
qu'elle commence, comme elle , par le terme multiplié par U,. 

8. Je nommerai convcrgrnce naturelle de la fonction perturbatrice le degré 
ou la grandeur de la convergence qui se manifeste de terme en terme pour 
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chaque cas particulier, dans les expressions (i) et (a) développées dans l’ar- 
ticle précédent , car elle se manifeste dans le développement même de cette 
fonction d’après les multiples de l’angle compris entre les rayons r et r', 
c'est-à-dire de l’angle le plus simple dont on puisse faire dépendre la fonction 
perturbatrice , quel que soit le mode de développement que l’on adopte. Je 
pense donc qu’abstraction faite de la diminution qui résulte de l'intégration , 
cette convergence ne peut être augmentée, et que, par conséquent, dans le 
développement des perturbations, il faut s’en contenter comme elle se pré- 
sente , suivant les circonstances. Mais dans les développements plus étendus 
elle pourrait bien , suivant les cas, se trouver considérablement diminuée; 
par conséquent, le point essentiel que l’on doit avoir en vue consiste à s'ef- 
forcer de diminuer le moins possible la convergence naturelle de la fonction 
perturbatrice. 

C. Dans le développement de la fonction perturbatrice , en multiples des 
sinus et cosinus de l’anomalie moyenne des deux corps célestes que l’on consi- 
dère , on est inévitablement conduit à développer les coefficients en séries in- 
finies, ordonnées d'après les puissances croissantes de l'excentricité et de 
l'inclinaison ; si l’on vent exprimer explicitement , par des transcendantes, ces 
séries ou leur somme, c’est-à-dire les coefficients eux-mêmes, la convergence 
naturelle de la fonction perturbatrice se trouve considérablement diminuée , 
meme quand les excentricités et les inclinaisons sont petites; mais si elles sont 
un peu considérables, cette convergence diminue tellement, que l'on est obligé 
de renoncer à l’emploi des séries infinies auxquelles on est conduit. C'est ce 
qui a lieu au plus haut degré, lorsque l’on considère des excentricités et des 
inclinaisons comme celles des orbites des comètes. Pour arriver à la solution 
du problème qui nous occupe, il faut alors , dans la fonction perturbatrice et 
dans toutes les autres fonctions dont le développement est necessaire , éviter 
les séries infinies ordonnées d'après les puissances de l’excenlricite et de l’in- 
clinaison. 

Éviter complètement l'emploi tle pareilles séries isrixirs est la base de la 
méthode que je vais commencer à exposer. 

^ II. Développement de In fonction perturbatrice dans le cas où r<^ r' . 

7. Désignons par 1 l'inclinaison mutuelle des orbites de la comète et de 
la planète; par N -)- K l’angle compte sur l'orbite de la comète, et compris 
entre le nœud ascendant de l’orbite de la comète sur celle de la planète et le 
lieu du périhélie de la comète; par N — K l’angle compté sur l’orbite de la 
planète et compris entre ce même nœud et le périhélie de la planète; par/ 
l’anomalie vraie de la comète, et par f celle de la planète. 
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Alors on a : 


H = cos’ j I cos [f — /' -+- ?.K) -t- sin’ y 1 cos ( / -f- /' -+- aN ). 


Les quantités I, K et N ne sont pas , en général , données immédiatement ; 
on a ordinairement à la place : 

», la distance du périhélie de l’orbite de la comète, au nœud ascendant 
de cette même orbite sur un plan fondamental (ordinairement 
l’écliptique) ; 

9 , la longitude de ce nœud ascendant ; 


f, 

S • 


, l’inclinaison de l’orbite de la comète sur le même plan fondamental ; 

' I les mêmes quantités relatives à l’orbite de la planète à l’égard du même 
’ j plan fondamental. 


Pour calculer les quantités désignées plus haut, on sc sert des suivantes(*) : 
4> , la distance du nœud dont la longitude a été désignée par 9, au nœud 
ascendant de l’orbite de la comète sur celle de la planète ; 

M , la distance du nœud dont la longitude a été désignée par 9', au même 
nœud commun des deux orbites. 


On a alors 


sin } I sin J (T-f-4>) =sin j(9 — 9') sin y (<-+-<') , 
sin ÿ I cos ÿ (V -+- <t) = cos 4(9 — 9') sin y (« — /'), 


eos y 1 sin y (S' — <$)= sin ÿ (9 — 0') cos y (/ + »'), 
COS ÿ I COS ÿ ( >F — 4>) = COS y ( 9 — 9') COS y ( I — V ). 


Si l’on substitue dans ces équations les valeurs de / , t ', 9 et 9’ relatives à une 
certaine époque, on obtiendra les valeurs de 1, 4> et T, relatives à la même 
époque. Désignons respectivement par v et X lies valeurs de N et K relatives 
à cette même époque , nous aurons 

a» = w -t- w' — (T •+• 9>), 
aA = « — - w' -f- ( ¥ — é>). 

Avec ces valeurs désignées par v et X, au lieu de N et K, on pourra exécu- 
ter les calculs numériques. 

8. Reprenons l’expression donnée pour H dans l’article précédent , et 
mettons-la sous la forme suivante : 


H =r A cos f -+- B sin / ; 


(*) Voyez Fundamcnta nwa investigationis orbila lurue, etc., page 8*1, art 22 ; et page 9* » 
art. 25. 

2 
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alors , . 

A = cos’ 7 I cos(/' — ?.K ) -+- sin* J I cos{/' + 2H ) , 

R = cos’ 1 1 sin(/' — 2K. ) — sin ! \ I sin (/' H- 2N ). 

Nous pouvons mettre ces quantités A et R sous la forme 
A = /cos(/' — L), 

B = /' sin(/' — L'), 

en faisant 

/ sin L = cos’ ÿ I sin 2K. — sin’ i I sin ?.N , 

/ cos L = cos’ 7 I cos 2 K. -f- sin ! 7 I ros îfi , 

I ' sin 1/ = cos’ 7 J sin 2.K -4- sin : 7 I sin aN , 

/' eosL' = cos’ 7 I cos ?.K — sin ! 7 I cos aN. 

Les quantités A et R sont toujours plus petites que 1, ou du moins elles ne 
sont jamais plus grandes , et/ ainsi que/' jouissent de la même propriété. 

Tirons leurs valeurs des expressions précédentes , nous aurons : 

/’ = 1 — 7 sin’ I [ 1 — cos 2 ( K + N ) ] , 

/'’ = 1 — 7 sin’ I [ ■ -+- cos 2 ( K + N) ]. 

Si l'on y fait I = o , ou bien 1 = 1 80 degrés , alors on a / = 1 et /' = 1 ; 

pour toute autre valeur de I , / ainsi que l' sont toujours moindres que 1, 

ou du moins ne sont jamais plus grandes. Si N + K =r o , ou bien — 1 80 de- 
grés, alors l=i et /'< 1 ; si au contraire IN -4- K = go degrés , ou bien 
— 2-0 degrés, alors / 1 et /' = 1 , quelle que soit d'ailleurs l'inclinaison. 

Mais si en même temps l'inclinaison I = 90 degrés, alors on a respectivement 
/' = o, ou bien / = o. Dans tous les autres cas, / et /' sont toutes deux plus 
petites que 1 . Il résulte des équations qui précédent, l’équation de condition 
suivante : 

y'/’ -4- /’’ — 1 = cos I, 

qui peut être employée pour vérifier le calcul numérique. Les valeurs de / et 
de /'étant donc toujours plus petites, ou du moins n'étant jamais plus 
grandes que dans le cas où l’orbite de la comète et celle de la planète sont 
situées dans un seul et même plan , il s’ensuit que , dans la forme que nous 
avons donnée plus haut pour la quantité H, l'existence d’une inclinaison 
entre les orbitesde la comète et de la planète ne peut point nuire à la conver- 
gence naturelle de la fonction perturbatrice. 

9. On verra plus loin que, dans les expressions auxquelles on est conduit 
pour les perturbations, les quotients différentiels de a sont partout mul- 
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tiplios par le facteur -p g =, dans lequel a exprime le demi-grand axe et 

e l’excentricité de l’orbite de la comète. Midtiplions donc l’expn-ssion (i) 
donnée pour II, dans l’art. 4 , par ce facteur; substituons les valeurs de 
U,, U., etc., contenues dans l’art. 1, ainsi que l’expression donnée pour H dans 
l’article qui précède , et posons en outre 

r 

x — - cos y, 
n 

,r=r-sin /; 

a 

nous obtiendrons 


« = -r’C,,. -+- ayC,., -|- r’C, , 

v ! — e 2 “ 

+ -f- *r*C, §l -4- 

H- etc. , 

en faisant, pour abréger. 


C,.. = 


M -+- m y/ 


-J £(î A , _ «\ 


C| .i = ÏT— TT- ■ - T- 3AB , 

M /w y/j r' 1 


r v* — 

r,, = 1 f !/ 3 B> _ *\ 

' M -t- m S' \a " âj’ 

r _ * /5 3 \ 

« + U A A j’ 

«le. etc. 

11 suit de là que nous pouvons prendre généralement 

~r ^- — n=z»yc*./, 

V 1 — e 1 

en négligeant les termes dans lesquels /. -+-/< 2 . Pour trouver I 
générale de Cj./, développons la quantité 

X = (i — 2A? — 3Ba-t-Ç’-+-a>)-ï, 

en une série infinie de la forme 


expression 


nous obtiendrons d’aliord 


XrrïÇVD».,; 


X _ ' + - (aAÏ+aBn — *> — ,>) + — ( 2 AÇ-+- 2 B 7 , — Ç*— )> 
i.3.5 , 

2^4 6 2 ® >1 — ^ — ’î*) 1 -f-eU*. 
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On trouve ainsi facilement que parmi tous les termes dans lesquels l'expo- 
sant de ( 2AÇ -f- aBn — ) est plus grand que A -t- /, aucun ne |>eut 

contenir de termes multiplies par ÇV. Faisons donc i + / = n, et tous les 
termes en question seront contenus dans l’expression suivante: 


1 . 3 . 5 . . . .2 . — 1 

2.4.6.. .. 2 « 

1 . 3 . 5 . . .2 n — 3 


(lAÇ -+- 2B1) — Ç’ — »*)* 

(2AÇ -I- 2Bn — 5’ — >1 1 ) " ■ — t— etc. 


2.4.6. . .2n — 2 

Partageons le quadrinoine en deux binômes, alors nous arriverons à l’ex- 
pression suivante, qui contient tous les termes multiplies par ç*»': 

1 . 3 . 5 . . .2 n — 1 


(AÇ 4- Br)" 


1 . 2 . 3 ... 

1.3. 5 . ..2/1 — 3 n — 1 (AÇ -f- Bn ) " 

1 . 2.3 . . n — I 1 2 

1 . 3 . 5 . . .2/1 — 5 n — 2./1 — 3 (AÇ + Bn)" H . . 

H . = -S — — (Ç’ +»’)’ — etc. 

1.2.3... n — 2 1.2 4 

I.e premier terme de cette expression donne dans Dj./le ternie 

1 . 3 ■ 5 ... 2/1 1 

1 . 2 . 3 . . .k . 1 . 2 . 3 . . . . / 

Le deuxième terme donne les deux termes suivants, 

, 1 . 3 . 5 ... 2/1 — 3 


A* B'-* —4 


. 3 . 5 . . . 2» — 3 


A'-’B', 


’ 1.2 . ..A. 1.2 / — 2 1 1.2 ...k — 2.1.2.../ 

et ainsi de suite ; de cette manière on obtient facilement : 

,.3.5...2(^/)- , , B , 

1.2.3. ..*.1.2.3.../ 

,( 1 .3.5.. -2 (/-t-/) — 3 A* B'- 1 i.3. 5... 2 (*+ /)— 3 A*-’ B' | 

7 | I.2.3...X-. 1.273.../— 2 1 + 1 . 2 . 3 ... A — 2 . 1 . 2 .../ 1 ) 

i.3...2(*4-/)— 5 A*B'-< _ _ 1 .3...2(X-t-/)— 5 A 4-1 B ,_I 

| 1 . 2 .. .A. 1.2.../ — 4 <' 3 1.2.. .A — 2.1.2.../ — 2 1.2 

1.3.. .a(A+/)— 5 A‘^B' 

1.2.. . A — 4.1.2.../ 1.2 


) 


/ i.3...2(A+/)— 7 A 4 B'~ * | 3 1 . 3 - 2 . (A-h/)— 7 A 1 -^' - 

, 1 1.2. ..A. 1.2 .../ — 6 1 . 2.3 i.2... A — 2.1.2 .../ — 4 1 . 2.3 

~ 7 J i.3...2(A+/)— 7 A 4-1 B^ i. 3 . ..2 (A +/)— 7 A 4 - B ' | 

f -1 " 1.2... A — 4.1.2.../ — 2 1.2.3 1.2...A — 6.1.2.../ 1.2.3 1 


-h etc. 


Digitiz ed by Goog le 



21 

La loi de la série est évidente. Désignons maintenant para' le demi-grand 
axe de l’orbite de la planète; alors 

j n’ i /a\ l+,+ ' /a'\* + , + l 

M-h»< ‘ y' ,117’ (fl 7 / [}’) Dl .'’ 

De l’expression précédente on tire les valeurs particulières pour Di,/, dont 
j ai fait usage pour le calcul des perturbations de la comète de Enr/, e, pro- 
duites par Saturne , ainsi qu’il suit : 



3 • 

I 


ü,., = 

- A* 




2 

2 


n,,, = 

3 AB, 



D.,> = 

3 B’ 

1 



a 

2 



5 

3 


= 

- A’ 


A, 


a 

2 



■5 

3 


ü, #l — 

— A’B 


B, 


3 

2 



i5 

3 


D (|1 = 

— AB 1 


4, 


a 

2 



5 „ 

3 


D.,3 = 

- B’ 


B, 


a 

2 



35 , 

i5 

3 

!>*.* = 

8 A * 

“ T 

A ' + g, 


35 

t5 


Dj.i — 

— A’B 


AB; 


2 

i 



io5 , „ 

i5 

■ 5 

D 1#I = 

—r- A’B’ 


A’ y- B 


4 

4 

4 


35 

i5 


= 

- AB’ 


AB, 


2 

2 



35 ». 

i5 

3 

13.,, = 

8 B< 

T 

B ’ + 8- 


63 

35 

i5 

= 

T A 

4 

A> 

3i5 

to5 

i5 

D,., = 

”fT A* ” 

TT 

A’B+ >1 


3 

V 


D„ = 3 -^A’B’- 

4 

1\. = ^A’B’ 

4 


35 


i o5 35 

-t-A’B j- B’ 

4 4 


4 A ~ 4 A - 

• 5. 


■B, 
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»... 

»... 

»... 

»... 


»... 


»... 

»... 

»... 

»... 


3t5 

AB‘ 

■ oS _ 


i5 . 


” 8 
63 

r~ AB' 

4 

35 „ 


8 A ’ 
■5 „ 


~ 8 
a3i 

B* 

-T Bi 

3i5 .. 

-f* 

8 B> 
io5 . 

5 

16 

A* 

16 A ‘ 

H- 

T 6 ” 

16 


=¥*•» 


■^A.B 

4 


io5 


AB , 


3465 3i5 üiÎ 5 io5 io5 

= ^A-B>-i.~A' — = A’ B' H — tt— A 1 H 7^ 

10 îti 8 8 1(1 


3 1 5 3 1 5 1 o5 

■ — 7- A'B — —y- AB’ H — j- AB, 

4 4 4 


= -î-j^A ï B I 

= Alfi . _ 945 A , B , _ 3.5 B , + to5 A , + .o5 

10 8 10 10 8 


6o3 3i5 . io5 , _ 

-g- AB' >- AB H — g- AB, 


23i 3.5 

= —rr B" je- B' 

16 16 


io5 „ 5 

76 B ’ - 16' 



B’ — 


16’ 


10. Désignons par n l’anomalie excentrique de la comète, alors 


ce qui donne 


41 


v/ i — e’ 


a 


x = ci» u — e, 
y = V 1 — e’ . sin « ; 


I 

I ( 1 — e* ) • sin' « ( cos « 


e} 1 Ci,/ ; 


k et l étant des nombres toujours entiers et positifs, chacun de ces termes 
de O se compose d’un nombre fini de termes que l’on peut ordonner d'après 
les sinus et cosinus des multiples de l’anomalie excentrique de la comète. 
Les coefficients de ces sinus et cosinus sont des fonctions finies de l'excentricité 
de la comète, ou , en d’autres termes, des fonctions entières et rationnelles des 
quantités c et ^ 1 — /•’. Par ce développement on évite donc complètement 
dans la fonction perturbatrice , les séries infinies ordonnées d’après les puis- 
sances croissantes de l’excentricité de la comète, et par conséquent on ne nuit 

point à la convergence naturelle de cette fonction. les termes de — " u 

\ * — « ' 

sont donc, lorsque / est un nombre pair, de la forme suivante : 

( ï-t-a, COS U+aiCOS 2 -l-ot ,/ , CO$(X -t-/ — l)/l -I- «4 ,/COS(< -!-/)« j Cf'/, 
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et lorsque / est un nombre impair, 

j fi, sin « -+-( 5 ,sin 2u 4 - ... 4 - pi +/ ,sin (k -h / — t)«4- p J+/ sin(X 4-/)« JCj,(. 

Les quantités Dr,/ |ieuvent se développer en fonctions finies des multiples des 
sinus et cosinus de l’anomalie vraie de la planète. Leur forme, lorsque k + l 
est un nombre pair, sera la suivante : 

r>i, i = VW cos(* 4 - t)f -f- 7t + /_, cos (k 4 - / — ... 4- 7, cos 2 /' 4 - •/„ 

4 - h+i sin (k -f- t)f -h sin (k -M — 2)/' 4-... 4 -«,sin 2 /'; 

et lorsque k 4 - / est un nombre impair, 

I>».i=7l+tcos(*4-/)/' 4-7 * + /-jCos(X- 4 -/— 2)/' 4-... 4-7, cos/' 

4" «(.,./ sin (Æ 4- l)f 4“ 44-1 sin (X 4 - 1 — 2 )/' 4“ ... 4~ *» sin/', 

tous les coefficients 7 et t étant des fonctions rationnelles et entières de 
sin ’ } I. 

Il suit de là que les quantités Cj, / peuvent également être développées en 
fonctions finies de l’anomalie vraie de la planète, et que les coefficients de tous 
les ternies de ces fonctions seront des fonctions finies de l’excentricité de 
cette même planète. Car 

a'^ w+l (14-t' cos/') k * u ' 

PJ ~ — — 5 

et comme i + I 4- 1 est toujours un nombre entier et positif, cette expres- 
sion peut se convertir en la série finie suivante : 

I-+/+I 

— à, 4 - À, cosy 4-... 4 - *1+/ cos (k+l)f-\- 1 cos/4-^ *- 1 )/', 

ilâns laquelle les coefficients a sont des fonctions entières et rationnelles dcc' 

et de — — 2 . Il s'ensuit que les quantités Cs i, après leur développement , 

auront la forme suivante : 

Q./=p„ 4 -(n, cos/' 4 -... 4 -f»,(t+/ ) cos 2 (il 4 -/)/' 4 -p>(t+/)+tCOs[ 2 (* 4 -/) 4 -l]/' 
4 -p 1 sin/ v 4 -...-l-pj(»+/)sin 2 (X 4 -/)/' 4 - (,(14)4.1 sin [2(^4-/) 4-1]/', 

où tous les coefficients sont des fonctions entières et rationnelles de e', — — - 
et sin’ j I. 

Si l’on compare cette expression avec la forme donnée plus haut pour les 

coefficients de Ctj dans - p_i= il , on voit que cette quantité aura enfin la 
y 1 — c’ 
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forme suivante : 


- — n il = £K,, Il cos (r« H- i'f) -+- ïL,. ( - sin (/« -I- t' /' ) , 

y : — e’ 


et qu’aucun des coefficients K;, ,> et L,, ne contiendra des séries infinies or- 
données d’après les puissances croissantes des excentricités et des inclinaisons 
mutuelles des orbites, mais qu’ils se composent simplement de fonctions en- 
tières et rationnelles des quantités 



c, y'i — e’ et sin’ j I ; 


ce qui , par conséquent , ne peut nuire, ou du moins très-peu, à la conver- 
gence naturelle de la fonction perturbatrice. 

D’après cette analyse , on voit clairement quelle méthode il faudrait suivre 
pour le développement de la fonction perturbatrice, dans le second cas, 
lorsque r > r'. 

11. A cause de la petite excentricité des planètes, il n’est pas nécessaire, du 
moins dans la plupart des cas, d’éviter l’emploi des séries infinies ordonnées 
d’après les puissances croissantes de l’excentricité des planètes. On perd ainsi, 
il est vrai , quelque chose de la convergence naturelle de la fonction pertur- 
batrice, mais la diminution de convergence qui provient de là, n’est pas assez 
considérable pour devenir nuisible ; si l’on perd quelque chose sous ce rap- 
port, on y gagne, au contraire, sous le rapport de la facilité de l’intégration , et 
de l'emploi ultérieur des perturbations. Je donnerai en conséquence la forme 
suivante à la fonction perturbatrice : 


U — IM, ,- cos ( iu + i'g ' ) + lN,.e sin ( iu •+- i 'g' , H 

^ i — e’ 

g' étant l’anomalie moyenne de la planète. 

Maintenant, pour le but que nous avons en vue , il est indifférent d’em- 
ployer telle ou telle méthode pour développer H ou ses quotients différen- 
tiels, pourvu que dans le développement on revienne à la forme que nous 
venons d’indiquer, et que l’on obtienne complètement la valeur des coeffi- 
cients; car à cette forme répondent des valeurs déterminées des coefficients 
M,,' et N, y, et tonte méthode de développement, pourvu quelle suit basée 
sur des principes rigoureux, et qu’elle soit complète , conduira aux mêmes 
valeurs de res coefficients. Il peut cependant être bien préférable, dans certains 
ras particuliers , d’employer telle méthode plutôt que telle autre. Dans le calcul 
des perturbations de la comète de F.ncke causées par Saturne, j’ai emplové, 
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pour le développement des quotients différentiels de il, la même décompo- 
sition et les mêmes quantités qui m'ont'scrvi tout à l’heure à trouver la forme 
que l’on doit donner au développement , dans le problème qui nous occupe , 
pour obtenir la plus grande convergence possible. Dans cet exemple, cette 
méthode m’a très-rapidement conduit au but , car le développement des quo- 
tients différentiels de il ne m’a coûté qu’un travail de trois jours. 

De même pour le calcul des perturbations de la même comète produites 
par Jupiter, aussi bien que pour celles des quatre nouvelles planètes pro- 
venant de Jupiter, de Saturne et d’Uranus , et dans beaucoup d’autres ras, 
cette même méthode est des plus commodes; c’est pourquoi je vais la décrire 
en détail. 

18. 11 faut d’abord exprimer les quantités D^/de l’art. 9 par des multiples 
des sinus et cosinus de l’anomalie vraie. Pour cela , on pourrait développer 
les expressions analytiques; cependant je ne l’ai pas fait, parce que les coef- 
ficients de ccs expressions deviendraient très-compliqués , lorsque les indi- 
ces J et l auraient des valeurs un peu considérables. Un second motif pour 
lequel je n’ai point suivi cette méthode , c’est qu’en employant ces expres- 
sions analytiques, on n’a aucun contrôle pour les calculs numériques. J’ai 
exécuté le développement au moyen des valeurs particulières de A et de B; cette 
méthode qui se fonde, comme on voit, sur les quadratures mécaniques, est 
rigoureuse dans ce cas-ci, car le développement de A et de B conduit à une 
expression finie. Maintenant, si l’on calcule quelques valeurs particulières 
au delà de celles qui sont nécessaires pour le développement, il se présente 
alors de soi-méme des conditions au moyen desquelles on peut s’assurer de 
l’exactitude du calcul numérique. Pour ce calcul, j’ai partagé la circonfé- 
rence en 16 parties égales , et ensuite, au moyen des expressions de A ctdeB, 

A =/ cos [f — L), 

B = /' sin [f — L') , 

et de leurs puissances entières et positives, j’ai calculé les huit valeurs corres- 
pondantes aux valeurs de f— o , = 22°3o', = 45", = 6"°3o', etc., jusqu’à 
i 57“3 o'. J’ai ainsi obtenu les valeurs de chacun des coefficients de Di a /; 
cependant, pour les quantités dans lesquelles k 1— 2 ou = 3 , je ne pre- 

nais que la moitié de ccs huit vafeurs. Je désignerai par la série des notations 

r„. Y,, Y,,..., Y,, 

les valeurs particulières de Dj / , ainsi calculées. Désignons encore par r, le 
coefficient «le cos if, et par r,- celui de sin if, dans le développement de 
l’une quelconque «les quantités Di/. 


2 tt 


Ou aura alors, lorsque k 4- l est un nombre pair : 

8e -Êâ + Ü? 

° ~ ( 2 ; + (2 )’ 

8e. = W-Üi 
’ (*) (*)’ 


2 jr, r,j = 

2 I C ’~ e.j q= 
2 je, 4- •>«} = 
2 b, — r„l = 


]• 


1 


3 

.4. 

r 

4 

1 * 


3 

A. 

4 - 

â. 


} cos 40 ", 


COS 45", 


?]• 


, f _ >) _ w 

4 ‘ “ (4) (4)’ 

t s _ (0 _ (i> 

, 4 ' “ (4) (4)’ 

où l’on fait, pour abréger, 

Y i Y 

(T) * + Y ‘ ’ L 4 

(4) - Yl • Y ” 


Y«, 


W - Y 

(4) “ ' 

(?) _ y , Y 

(4) 1 + ” 


= Y. -Y., 
= Y, - Y, , 
= Y, -Y«, 
= Y, - Y , 


(?) _ f°) . w 

« “ (4) (4)’ 

- (l) . (i) 

(») ~ (4) (4)' 

Lorsque 4 4-/ est un nombre impair, on a 

a je. 4- e,| = Y. -H jY, — Y,J cos 45", 

2 je, — e.J = jY, — Y,j cos22°3o' 4- {Y, — Y.) siu 22 ° 3o', 

2 jr, -+- r,j = {Y, 4- Y ; J sin 22 ° 3o' 4- jY, -f- Y,j cos 22 ° 3o', 

2 jr, — r,j = {Y, 4- Y'.j cos 45° 4- Y„ 


2 je, 4- e,j = Y„ — j Y, — Y, j cos 45°, 

2 je, — e,j = jY, — Y,j sin22°3o' — (Y, 


Y,j C0S22°3o', 

2 jr, 4- «,j — jY, — Y, j cos22"3o' — { Y. 4- Y',} sin 22 " 3o\ 
2 jr, — r») = jY, H- Y.} cos45" — Y,. 
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Ensuite, je développe les quantités 


sin if 

7 * 


et 


eos if 

t'- 


en 


séries 


infinies , 


ordonnées d’après les multiples des sinus et cosinus de l'anomalie moyenne de 
la planète ; en les multipliant par les coefficients de Dj , , précédemment trou- 
ves, et par la quantité — — — . ■ - * — , on obtient ledcveloppe- 

M -t- m y/i — \« / 

ment de C *./. On a, par exemple, 


D,,, = c, cos f 4- s, sin f c, cos 3 f -+- r, sin 3 f\ 

— 7 j cos/' = a 4- x, cos g' -f- a, cos 2 g' -f- a, cos 3g' 4" a, cos 4g' -l-ctc., 

a* * . 

sin/' = p, sin g' 4 - (I, sin 2 g' 4 - (1, sin 3g' 4 - 0 , sin 4g' 4- etc., 

fl* * 

cos3 f — 7 4 - 7 , eosg'-t- 7 i cos 2 g' - 4 - 7 , 00 s 3g' 4- 7 , cos 4g' -I- etc., 

a r * 

pi sin 3/= t, sin g' 4- S, sin 2 g' 4 - J, sin 3g’ -t- J, sin 4g' 4 - etc.. 


oit je suppose tous les coefficients déjà exprimes en nombres; en faisant , pour 
abréger, 


m' 1 ( a\ t+t +' 

M + m' TrZe"’ V«7 =(“+'+' 


on obtient 


li.i = fi(«i + 7 C,) 4- f», (a, c, 4- 7 , e,)cosg’ 4 - p, (a,c, 4- 7 , e,)cos 2 g’ 
4- p, (a,c, 4 - 7 ,e,)cos 3 g' 4- p,(a,e, 4 - 7 .c,)cos 4 g' 4 - etc. 
4 - p , (P, r, 4 -J, x,) sin g'4- p, (pi x ,4-i. x,) sin 2 g' 4 - p ( (p, x, 4- J, x,) sin 3g' 
4- pi (pi x, 4- ii x,) sin 4g' 4- etc., 

et ainsi de suite pour les autres valeurs de Cj, /■ 

13. Pour exécuter les calculs indiqués dans l’article précédent, il est néccs- 

( rt ,|, fl * * 

saire de développer d’abord les quantités -j~ m cos mf et -—.sin m f en sé- 
ries infinies ordonnées d’après les cosinus et sinus des multiples de l’anomalie 
moyenne de la planète. Ces développements peuvent se faire de plusieurs ma- 
nières. On peut représenter les coefficients du développement de ces quantités, 
m et notant des nombres quelconques entiers et positifs, par des fonctions finies 
et linéaires de deux transcendantes et de leurs quotients différentiels , par rap- 
port à l’excentricité , et donner ainsi au développement de j S ' n | mf tout 

le degré d’exactitude que l'on voudra, pourvu que les deux transcendantes 
aient été préalablement développées d’une manière suffisamment exacte. C'est 
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d’après cette méthode que , dans la quatrième section de mes • Fanilamcnta 
nova, etc., » j’ai développé la quantité^ j . S j mf donton a besoin dans la 
théorie de la lune, en choisissant alors, pour les deux transcendantes, le dé- 
veloppement de r 1 et celui de Cette méthode est très- commodément appli- 
cable dans les ras où n et m sont de petits nombres, comme cela a lieu dans 
la théorie de la lune, niais elle cesse de l’être dans la pratique lorsque m est 
un nombre considérable, et que l’excentricité est petite, parce qu'alors les 
coefficients du développement qu’il s'agit de calculer proviennent de petites 
différences entre de grands nombres. Cette circonstance tient à ce que tous 
les termes desexpressions auxquelles on arrive, pour sin m f et cos mf, sont 
divisés parc”, tandis qu’après la substitution des transcendantes on ne trouve 
plus de puissances négatives de l'excentricité. Tous les termes de cette nature 
se détruisent donc alors mutuellement par l’addition des termes des expressions 
finies de sin mf et cos/n f . Si l’on voulait , par exemple, développer de celte 

^'1 fl 1 * 

manière la quantité — cos 1 4/, ou bien — sin 1 4/, seulement jusqu'aux 

quantités de l’ordre e‘, il faudrait alors avoir exactement les deux transcen- 
dantes en question jusqu'aux quantités de l’ordre e'‘. 

On peut, du reste, développer les quantités dont il s’agit au moyen du 
théorème de Taylor, et cela de plusieurs manières, selon que l’on applique 
ce théorème d’une manière ou de l’autre. Tous ces dévelop|iements diffèrent 
de celui dont nous venons de parler, en particulier, parce qu’on n’y trouve 
point de division par l’excentricité , et que, par conséquent , il n’y a pas de 
petites différences entre des termes considérables. Voici le mode de dévelop- 
pement que j’ai employé et qui est fonde sur ce même théorème. Je pose : 


a 


et je désigne par A», , 
Ainsi 

A», i = 

J’ai donc 


•(*0 

le i imr coefficient de la n iimr puissance du binôme (*). 

n(n — t ) (// — 2) . . . (« — i - 1 - 1 ) 
t .2.3 i 


Soit encore : 


7T = 1 -*-A,.,i^ + A m .,s(ÿ +A.,.'l(-j + etc - 

f = ti -f* Vî 


(*) Je ferai remarquer que, pour plu» de simplicité, dans ccl article et dans le suivant» 
j’écrirai: au lieu de 
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alors il vient 


cos mf — cos mg — Sf msinmg — 4 4/ 1 m’ cos mg 4 - -J à /’ «i s sin mg + etc., 
sin mf — sin mg -hSf m cos mg — - J /’ m 1 sin mg — ~ i /> m' ros mg 4- etc. 


Si l’on fait ensuite: 
lorsque i est un nombre pair, 

-- 2 ‘ ~ 3 f‘ 3 (fj = (' . A )o + A)» cos »g ; 

et lorsque i est impair , 



et si l’on multiplie ces expressions l’une par l’autre, il vient»: 


n* 

r" 


mf— {“} mg ji 4 - (o)., , — 


4 - I 



m' (a)., . H- m' (4)„, , — m* (6)„,,dt etc. j 

1 (a).,» 4- m‘ (4),.» — «»‘(6)«,v±ctc.) 

- m* ( 3 ).,, 4- m 1 ( 5 )„, v q= etc.} j ’ 


la sommation s’étendant à toutes les valeurs entières et positives de v , ex- 
cepté la valeur zéro, et faisant, pour abréger : 

(o)„, . = A».,(o,a) 0 + A., ,(o, 3 ), 4 - A.,.(o, 4 ). 4 - A., , (o, 5 ), 4-etc., 

(2).., = (2,0), 4 - A„. , (2,1), 4 - A.. ,(2,2), 4 - A„,, (a, 3 ), 4- etc., 

( 4 )».* = ( 4 .°). + , (4,1 ). 4-etc. , 

etc. ; 

(o).,» = A«,,(o,i), 4- A.., (0,2), 4- A.,, (o, 3 ), 4-A,., (0,4). 4- A,., (o, 5 ), 4- etc., 
(2).,, = (2,0), 4- A., , (2,1). 4 - A.,, (2,2), 4 - A„,,(2,3), 4 -etc., 

( 4 )»,« — ( 4 >°)» 4-A., 1 (4,1), 4 - etc., 
etc.; 


(i)„, v = (1,0), 4- A,., (i,t), 4- A., 1(1 ,2). 4 - A,., (i, 3 )» 4 -A., ,(t, 4 )v 4 -etc., 
( 3 ),., =( 3 ,o), 4 -A.,, ( 3 ,i), 4- A.,, ( 3 , a). 4- etc., 

(S),., — ( 5 ,o). 4 - etc., 
etc. 

Cette expression procure dans l’application ect avantage, que l’on obtient 

a H a n 

en même temps les coefficients «lu développement de — sin mf et de — cos mf, 
car elle fait voir qu’ils sont les mêmes lorsque l’on dispose les arguments 


Digitized by Google 



."50 

c omme on l’a fait ici. En effet, en suivant l'argument m — » pour les différentes 
valeurs entières et positives que v peut prendre successivement , on arrive à 
des multiples négatifs de g, de sorte qu’en les réunissant avec les termes sem- 
blables, mais positifs, il en résulte une différence entreles coefficients du déve- 
loppement des deux quantités cos mf et — sin mf, parce que dans le déve- 
loppement de la première, comme cos ( — ce ) = cos ce, les coefficients corres- 
pondants s'ajoutent, tandis que dans le développement de la seconde, comme 
sin ( — ce) = — sin ce, ils se retranchent. Un autreavantage que procure cette 
expression dans la pratique, jconsiste en ce que les coefficients des termes 

de j™*J mg , également distants des deux extrémités, se composent des 

mêmes parties et ne diffèrent entre eux que par le signe algébrique. Il est, 
en outre, à remarquer que les coefficients de (»',A ), sont des nombres entiers, 
et que les quantités A.,, sont égalés à zéro depuis i = n + i . 

14 . Pour pouvoir appliquer l’expression développée dans l’article précé- 
dent, il est nécessaire d’exprimer les quantités (f, h ), en fonction de l’excen- 
tricité de la planète. On peut, pour un petit nombre d’entre elles, donner la loi 
générale d'une manière assez simple, mais presque toujours on arrive à une 
grande complication. Je crois que le plus simple est de les développer d'a- 
près les puissances de l’excentricité , et de s’en tenir aux termes d’un certain 
ordre. Et comme je crois que la sixième puissance de l’excentricité des pla- 
nètes est la plus élevée dont on puisse avoir ltesoin , pour l’application de cette 
expression au cas qui nous occupe , je n’ai pas poussé mes développements 
au delà ; s’il se rencontrait un cas dans lequel on eût besoin de termes d'un 
ordre plus élevé , on pourrait , sans grande peine, pousser les développements 
jnsque-là. Les séries suivantes sont bien connues : 
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Kn les multipliant, ainsi que leurs puissances et leurs produits, les uns par 
les autres, on obtient (*) : 


(0,2),= '-c 


+ l e . 

^ 16 ’ 

(°, i), = L e> + 

2 10 384 

(0, 3 ). = 

L. 

4 

4 - 5 ,' 

+ 4 ’ 

(0,2), = I c J 4- I e‘, 

(0, 4), = 

J- 

-IT*. 

(0, 3 ), = ^ _ r s . 

(0, 5). = 
€ 


b 

(o ,4 II = f% 

(0, 6 ). = 


Æ e< ’ 

(0, 5 ), = 1 

16 

(2, 0), = c’ 


43 , 

(’•”)' = «- + È“- 

(2, 1). = 

i- 

4 - — C c , 
12 


(2, 2). = 

t 

r‘ 

+ 121 r ' 
384 ’ 

, . 5 

(2,2),= 

( 2 , 3 ).= 


5 

16 C *’ 

( 2 , 3 ),= g «•. 

(a, 4 ).= 


- «4 

8 ’ 

( 4.4 =^*‘. 

(4,°). = 7 * 

4 

5j6 


(4,.),=^.‘, 

II 

4 

a 4 


( 1 , 0 ), = < 7 — 5 «r» 4 <■*, 

( 4 , 2 ).= 

| 


8 192 

T7 


1 \ 3 1 

(.,.),= — T g e — — « , 

(, ’ 2)i= + r i -4r*’ 

d, 3 |,= 

24 


( 6 ’°)* = à 









(', 4 ), = g c‘, 


(*) J’ai fait ces multiplications do deux manières différentes, je crois donc pouvoir ré- 
pondre de l'exactitude des coefficients suivants. . 
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( 3 , o), 
( 3 , i), 
( 3 , 2), 


1 , <3 

- e l ( 

2 192 


f » 

48 ’ 


I 

12 


( 5 , o), = 


I 

C*. 

12 


(o, .), = !«•- je* + 


(o, 3 ), = 

(o, 4 ). = 

(o, 5 ), = 

(o, 6), = 


a 

3 

4 ' 

4 



(0, i). = 

9 3 81 

~ <0 — «>, 

48 ’ 

ib 25b 

55 


1 , . 1 

^ C ‘’ 

(0, 2)3 = 

- e'-h e\ 

2 lO 

il e « 

32 ’ 

(o, 3) 3 = 

- e' -4- 2* <r‘ 

8 e + b4 ’ 

32 ’ 

O 

-fcs 

II 

3 ,* 
4 ’ 

35 , 
3i e > 

II 

&*T 

cT 

1,. 
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ti ’ 


0 6 '% 
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En substituant ces expressions dans les cc|tiations de l'article précédent , on 

fl* I co5 j 

peut développer exactement les quantités — j j m f pour chaque valeur quel- 

conque de n et de/n jusqu’aux quantités de l’ordre e . L’application deces 
expressions peut s'effectuer de differentes manières. Ou bien on les substitue , 
telles qu’elles sont , dans les expressions de l’article précédent , en attribuant 
successivement à n et à m toutes les valeurs nécessaires ; on obtient ainsi 
fl" | cos ) ..... . 

— j . j nif exprime explicitement en fonction de I excentricité , et 1 on peut v 

substituer la valeur numérique propre à chaque cas particulier. Ou bien on 
substitue d’abord, pour chaque cas particulier, la valeur numérique de 
l’excentricité dans les expressions qui précèdent , et ensuite celles-ci dans les 
expressions de l’article précédent. Ou bien encore, on substitue immédia- 
tement les expressions qui précèdent, dans les équations données à l'article 
précédent pour(o) , (i) , etc. , et ensuite , dans chaque cas particulier, on 

substitue la valeur numérique de l’excentricité de la planète. Cette dernière 
voie est préférable A toute autre , lorsque n est un grand nombre , parce 
qu’alors beaucoup de valeurs de m sont liées ensemble; or par cette méthode 
on obtient une expression qui comprend toutes les valeurs de m. Lorsque n 
est un petit nombre , l'avantage de cette méthode n’est pas aussi prononcé , 
mais dans chaque cas le calcul devient plus commode et plus intelligible ; c'est 
pourquoi je l’ai suivie pour toutes les valeurs de n. 

18. Si l’on ne pousse pas les substitutions au delà de ce qui est neces- 
saire, pour le calcul des perturbations de la comète de Encke produites par 
Saturne, on peut négliger, sans hésiter, les septièmes puissances de l’excen- 
tricité , ainsi que les puissances plus élevées , et l'on n'a pas besoin dis 
valeurs de n plus grandes que 7 . Dans cette hypothèse on arrive aux expres- 
sions suivantes: 


(0 ),. = L« + ÿe<, 

" e -+- —L c’, 

2 in 

> 81 

(*)>.♦ = e ’ + gj«» 

(»k,= 

1 ^ 
r 
n 

4*sl - 


(3)... = c\ 


3 . 
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(°k> = 

+ 7 e‘ , 

4 4 

( 0 )..» = 

n» *®Ze-, 
2 1 2 


( 2 k> — 

1 i3 

- r’ + -r'’ 

( a k> = 

-; c ’ + I e '' 


(4k» =■ 

_ i f . 
6 ’ 

(4)..» = 

I 


(•k* = 

'lie’- - 2 -e* 
8 e 4 

(>)..» = 

8 48 ’ 


(3k. = 

1 - 

(3)..» = 

4 ’ 


(°k> = 

S-- 

( 0 )..» = 

23 

T ’ 



( a k» = 

i3 


( 2 k» = 

- £*’• 

r* 

8 ’ 


(>k» = 

I 22 c . 
48 e ! 

(')..» = 

,2 7 ,, 
24 1 


(3k» = 

- ë e ’’ 

(3)..» = 

1 

6 e ’ 


{o),.« — 

TL e > 
.6 * 

( 0 )... = 

437 , 
48 ’ 


(*).-. = 

~ 384 

W., = 

_i435 , 
38f ’ 


(4k. = 

à c ‘* 

(4)... = 

« ■ c 4 

4 ’ 




(>k. = 

1835 


(«k> = 

192 ' 

c> > 
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(3k. = 

9. c . 

il L % 

IO 

(3k* = 

' 3i . 
“ p e ’ 


(°k* = 

45 

3 e> + 

(°k. = 

5<’ + 


«... = 

r i * 1^2 e < 

r + 64 ’ 

«... = 

Cl+ ’^ C '' 


(4k. = 

1 

4 * ’ 

(4k. = 

i-- 


<°k> = 

2e H jr c 3 , 

4 

(«k. = 

5 1 35 , 

- e-l p- e\ 
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i3 

( 2 )... = 

i5 


( a k' = 
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p 3 

8 ’ 



5 

(■k- = 
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(!).-.= 

e + g e ’ 

p+ 76 e * 


(3).,.= 

1 ,> 
2 ’ 

(3)v = 
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(°k> = 

_ , '55 , 

St’ "+• C'y 

12 

(o).,i = 

f " + T" 

( 2 k. = 

1 iq 

— -jf C'y 

2 O 

( 2 k> = 
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35 
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(a)«,. — 

-'-le' 
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(«k. = 

Ml e > 

48 ’ 
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(3).., = 

-1 c > 
6 

(3)... = 
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(°k* = 

245 

4 tt 
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f -• 

(’•)>.. = ■ 

_1§43 ,, 
W ’ 
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384 ’ 

(4)...= 

- e < 

a 4 ’ 

(4k. = 

F * 

24 ’ 

(■).,.= 


(')...= 

3793 

— —C'y 

192 

I 92 


35 

(3k. = 

i3 

(3),.. = - 

_ __ 

48 

“ 16 '•*’ 

(°k* ~ 

i 5 io 5 

(»).,.= 

21 , 189 

— «’-f— 7 -* 4 , 
2 4 

— e' + -~s e‘, 

2 4 



(a),., = 

4oi 

e ' + lr‘’ 

(4)...= 


(4k. = 

1 e . 
4 ’ 

(«)«.' = 

3c+lÿ«S 

(°k> = 

7 371 

- r-f- -77- <?’> 

2 10 

( 2 k> = 

12 c > 
8 c ’ 

(2)7,1 = 

19 C 7 
8 ’ 


5 

(>k.= 

61 

(•k<= 

C + 2 *’> 

f ~ l ~ 16 c ’ 

(3k. = 

1 <•» 
a ’ 

(3k- = 
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(«),.,= 
( 2 >., = 
(4):..= 

(Ov- 

(3)-..= 

(")».• = 

(=>)..» = 


35 1 33 

t ,+ t' 

■ z5 

«•+•«■ 

a b 


33 

"g" 


6 

Il f . 

6 ’ 

41 „ 

24 ’ 


3 oi 

16 


r * J > 


_ ’9 r», 

8 . • 


(■):..= 
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: 

(2) 1.. : 

(4k* : 
(>k* : 

(3) ,.* : 


55 1 , 
48 e ’ 


6 r 


889 

H ’ 

a 8 o 3 

w e ’ 


1^9 e . 

1 (.)->. 

41 

48 • 


16. On verra plus bas que pour calculer les perturbations de la longitude et 
du rayon vecteur , on a besoin des quantités 
maison a, d’après l’art. 10, 

( 1 /(ÜQ\ 'Tl i 

— r-.:=. . | =r ^ (1 — r 1 ) * / stn ' u (cos « — c) Ci,/, 


/1 / <iil\ a /dÛ\ 

*/i— e ! V**/ et y/ 1 — W / ’ 



l—l 

— r*)" r / sin / -' a (cos 11 — e) k Ci,/. 


Avant tout, il faut développer les fonctions de «, que nous venons de 
donner, en fonction des multiples des sinus et des cosinus de ce meme arc. 
Dans ce but, je donnerai d’abord les relations qui existent entre les coeffi- 
cients de ces développements. Il faut ici distinguer deux cas. 

PnKMiKR cas. Lorsque 1 est un nombre pair. 

Soit 

(cos u — e) k sin'w = a# 4 - 2a, cos u -f- 2a,cos 2 u 4 - ... 4 - 2ai_ H /COs(X 4- /) «. 

Désignons par l’indice i le terme général, nous aurons, d'après un théorème 
connu : 

(cos 11 — r) k sin / u cos iu du. 

Soit 

V = (cos u — r)* +l sin /_M /< cos (1 — 2 ) u. 
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(lette quantité donne sur-le-champ , («ai la différentiation . 

d V =r — (X t)(cos u — e)*sin ' +1 « cos(« — 2) « sin « </« 

+ (/ + i)(cos « — c)* +l siié « cos (» — 7.) u cos itdu 

— (i — 2) (cos « — <q* +l sin' +l « sin (/' . — 2) u du ; 

ensuite, par un léger changement, 

d\ = j J X ■+■ / - 4 - 1 j (cos u — c)* si lé u cos in du 

— -j c j I i — 1 J (cos u — c ) 1 sin' « eus (/' — 1 ) u du 

— 7 j X — / J (cos u — c)*sin' « cos (/' — 7.) u du 

— A c j / — i 3 J (cos « — c)‘ sin' « cos (i — 3 ) « du 
-+■ J | X 4 — / j (cos « — e)‘sin' u cos (t — « du. 

Si l’on intègre cette expression de o à 27:, en tenant compte de l’équation (A , 
et remarquant «pic, prise entre ces limites , J dV = o, 011 a 

o = (X + / -f- i) a, — lc(l + i — t) a,_, — 2 (X — /) a,_, 

— 2e (/ — i -t- 3 ) a,_, + (/•+/ — i *+■ 4 ) *i— t 

«pii est l’équation de condition cherchée. Afin de déterminer quels sont ceux «les 
coefficients a, qui doivent être donnés pour pouvoir calculer les autres, à l’aide 
de cette éipiation de condition, j’ai substitue dans cette même équation Us va- 
leurs / = 2, i= 3 , 1=4, ce qui donne, en remarquant que a_, = a,, 

(X / -f- 2) a, = 2c (/ 1 ) a, -t- (X- — /) a,, 

(X -I- / -t- 3 ) a, = 2C (/ -+- 2) a, -t- (X — 3 / — l) a, -t- 2e/a,, 

(X ■+■ l -t- q) «« = 2c(/ + 3 ) a,-|- 2(X — l)a, -+- 2 c(l — l)a, — (X -t- l)x,\ 

d’où l’on voit «|uc la connaissance de a. et a, est nécessaire et suffisante pour 

pouvoir calculer tous les autres coefficients au moyen de l’équation (B), Pour 
déterminer ces coefficients , la loi du biniime nous donne 

1 . . 1 . X .X — 1 

e X cos « + (’ ■ cos’ « 

1.2 

, X.X — t .X — 2 

f _ cos J « ± etc. 

t.a .3 

Multiplions cette expression par sin' « et par sin' u cos «, intégrons, et négli- 
geons les termes dans lesquels cos « se trouve élevé à une puissance impaire, 
parce que leur intégrale serait égalé à zéro , nous aurons : 


(C) 




t)* (cos « — «.y=c‘ — 
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/ '■* C** • 1 J c'-'k.k- 1 /*»» . . 

( — i)'a,= — I sm udu -t I sm'ncos’arfu 

2 *Vo 2" *- 2 Jo 

e * -1 X-.X- I.X-2.X-3 . 

H 5-7 / sm'ucos 1 « t/u 4 - etc., 

an i.a.3.4 

1 /’jtt e *-i /• /-_j /_ 2 /*j- 

(— 1 )‘*, = *1 sin'u cos ! u rf« | sin'«cos‘ttrf« 

2 » Jo >-?-3 J o 

- xr — rxxp J 0 sin ' “ cos< “ rfu - etc - 

Mais lorsque p et q sont des nombres pairs , on a, comme on sait , 


(D) 



sin» « coi? u du 


1 .3.5 ...p — I.I.3. 5.. .q — i 

3.4.6 q +p 


La substitution de cette expression dans les précédentes donne 


(— i)*o.= 


t.3.5.../ — 1 j *.X-i 1. 1.3.5.../ — 1 
2.4.6. . . I e i.a a^4.6.8.../-+-a 

X.X-i.X-a.X-3 i.3. 1.3.5 .../ — 1 , 

H TâX4 r47678.io.../+4 e +elc 


, ,, ,i.i. 3.../ — 1 . , X.X-1.X-3 i.3. 1.3.../ — 1 . , 

(_i) X - a ^ >6 l+7 e 

X.iri .X--a.X-3.X-4 I.3.5. i.3.../ — 1 . 

TX37475 a.4.6.8. io.../+4 f “ etc 


Au moyen de ces deux équations et de l’équation (B), on peut calculer tous 
les coefficients du développement. On peut, d’un autre côté, des mêmes équa- 
tions développées , tirer l’expression générale de a, et l’employer comme con- 
trôle du calcul. 

Si l’on joint au développement (C) les deux équations suivantes: 

(a) Quand \ est un nombre pair , 

p . P.P— 4 . P.P— i.P — 16 . 

cos /«= 1 sin’u 4 „ 1 ■ sin * u ■ ■ — sin‘ « ± etc.; 

a 2.3.4 2. 3. 4-5.6 


(l>) Quand i est un nombre impair, 
«’ — 1 . , 

eus m — cos u sin’ u cos « 4 


r — 1 . r — q . 

■ sin 1 « cos « 


a. 3-4 

— I./’ — O./’ — 25 . . 

r-r ’T. — sin*«cos«±etc.. 

a.3.4-5.6 
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un obtient sans peine : 

(a) i étant un nombre pair, 

u .j /’ 1+ i ( i ’-4 / 4-31 i’-i6 / 4 - 5 i 

.../ c | , “'r^r - ^7+4j ,_ 5^7+6*' 


X.X — 1 1.1.3.../ — 1 , 
>4 j-ts : tf ~ 


1.2 2.4.6. ../+2 

X.X-i.X-a.X-3 

1. 2.3.4 2 

4- etc.; 

(b) i étant un nombre impair, 

... 1.3.5 .../-t 

;St,_ ^ 2 . 4 . 6 . 8 .../+ 2 ^ j' 

X.X-i.X-a 1. 3.1.3.../- 


j, _ ‘ïA . !± ?l , , _ c tc jl|| 

2 /-t- 4 ( 3.4 /-t-6| 5.6 /-f-8> l))j 


1.3. 1. 3 .. ./ — 1 . ( /*/-t- » ( i’-4 / + 3 ( P — 16 /+5 1 l((| 

2.4.6.8.. ./+4 <r r~2/+6| ,— MT+sj 1 5X'/+ïôl ,— <|)f 


iL' .{± 2 1 ,_etc iH! 

2 /+4t 3.4 /+6| 5.6 /+8< !))( 


1 .2. 3.4 . 5 



,_'±9. /+ 3 j l 

1 2 / 4 - 6 I 

3-4/4-81 

3 • cS-X 

P-i /+ 1 ( /’-o 

10... /-6 | 

~ 7ë8j ,— 3^4 


Ii-etc. 


Skcukd cas. Lorsque 1 est un nombre impair. 


Soit 


(cos n — e)*sin'« = ap, sin u -t- 2(3, sin lu -|- ... 4- 2 pi + . sin (X 4-) lu. 
Nous avons maintenant 

p, = — / (cos u — c)* sin' n sin i'u du ; 

2,1 Jo 

si ensuite nous faisons 

V = (cos u — e) * +l sin'" M u sin (1 — 2 ) u , 

et si nous traitons cette quantité comme nous l’avons fait dans le cas prece- 
dent, nous arriverons à la même équation , savoir : 

O = (A -H / -f- i ) p, — IC (l -t- I — 1 ) — 2 (A — /) p,_ 7 

— le (/ — 1 + 3) p,_ j -h (A 4- / — l -f- 4) p/— 4 * 


(E) | 


Comme ici p_, = — p f et p„ := o, les relations particulières qui résultent de 
là pour les valeurs initiales de 1 , deviennent un peu différentes de celles du 
cas précédent. La substitution de i = 2 donne bien la même équation, mais 
« = 3 et « = 4 donnent les suivantes : 

(/ + / 4- 3) p, = 2e (/ -H 2 ) p, -H (3X — / 4- 1 ) p,, 

(X 4 - / 4* 4) P* — 2 c (/ 4 - 3) p, 4 - a (X — /) P? 4- 2 e (/ — 1 ) p t ; 
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d'où l'on voit que nous avons besoin de connaître les rocfiicients p, et p, 
pour calculer tous les autresau moyen de la relation (F.). l.o développement (C) 
nous donne d'abord , pour ces coefficients , les expressions suivantes : 


1 >1 t C ‘ C 2 * ■ lA-l J *-*- 1 Ç' n ■ 

( — i ) 4 6, = — / sm'-^'urfu-i / su 

%rj 0 ->t a* J 0 

e*— 1 Piit 

( — i)*(3, = — 2 k I sin /+ ‘ucos’H 

2v Jo 


sin /+ l « cos’ h il u + etc. , 


c du 


C 4 3 k.k-l ,k- 7 . /*2T 

^3~ J 0 


sin /f 1 k cos* u du — eh*., 


clans lesquelles nous pouvons employer les équations (D), parce qu'ici/ -f- i 
est un nombre pair ; nous avons ainsi : 

_i. 3 . 5 .../_ 4 A.A-i i.i. 3 . 5 .../ 4 „ 2 

2.4.6.../-4-1 1.2 2. 4*6. 8. ../-h 3 e 

/*./*— 1 .X-a.X -3 1 . 3 . 1 . 3 . 5 .../ . 

-f” * / rt . m C’ H" CtC., 

1.2. 3.4 2.4.6. ../4-5 

, 1.1.3.../ . A. A — i.k — 2 i. 3 . i. 3 .../ . . 

— 2 A" ; — : — 2 — a-... - 

2.4-6.../-I-3 1.2.3 2.4.6. 8.. ./— I — 5 

A.*-i.*- 2 .*- 3.*-4 1 . 3 . 5 . 1 . 3 .../ . 4 

1.2. 3.4 . 5 2.4 .6.8. 10... /-H 7 C 

Pour trouver l’expression de p,, on se sert des deux équations suivantes : 

(a) Quand i est un nombre impair , 

. . /. 1* — 1 . i.i * — l.i* — q . 

si 11 tu — 1 si 11 u — sin ' u -t - -r - „ — - sin J u 

2.3 2.3.4 -5 

/./* — 1.1* — q.i* — a 5 . 

rrrr r s,n ; 

2. 3.4. 5.6.7 

(b) Quand i est un nombre pair , 

/./* — 4 • , U* — 4-/* — 16 . 

sin iu — 1 sin h cos « - — sin 1 u cos u H =?-r — - sm * u cos u 

2.3 2. 3.4 . 5 

/./ 7 — 4./* — i6.t * — 36 . 

— > Sin u cos u it etc. ; 

2. 3 . 4. 5 . (>.7 


(-<)*?.= 
(— )*p.= 
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d’où Fon déduit : 
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(a) i étant impair. 


. 1.3.../ «*-! *4-2 

9 fc— *rz rzr,^\' 2 . 3 / 4-31 


| , _Ü19 .{±4 i , j , _ etc.lHj 

2.4.../+^- r 2.3 /+3( 4.5 /+5| (..7/4-7' '))) 

k.k-t 1.1.3.../ j_,( /■-. /4-al i‘-9/4-4( .^/i^j. — ctc 'l* 1 

+, ~ • 3 .4.6.../ T3 c r-ï3'T?5i ,_ 4-5/+7l 6.7 *4- 9 * 

*.*-i.*-a.*-3 i.3. i.3.../ ,4 i’-i /4-2( .--9 / 4-4 j, r’-25 ^±^i, _ clc j| 
+l TÏ34 2.4.6i“/T5 e j* 2.3 /+7I 4-5 /-H)i 6.7 /4-ii ! 

4- etc.; 

(b) i étant pair , 


1*1 

il 


k . k - l . k-lL 

1 5 

1.2.3 2./ 


p- 16 /— ♦— 4 ( 

i’-36 /4-6 

11— etc.}*|| 

4:5 ' /+7I 

1 6.7 *4*9 


i *4-2 { 

P- 16 / 4"4 1 ' 

’-36/4-6, _ 

r/+ 7 r 

TS'î+9 K 

6.7 ’/ 4 -n' 

4 /+ 2 

1 jm 6 Ml 

P-36 1+6 1 

a.3 /+ 9 


’ 6.7 ’/+• i3> 


jlll 

! li) 


etc. 


17. Au moyen des expressions développées dans l’article précédent , on 
peut toujours avec sûreté , calculer les coefficients du développement de a. et 
de p, dont il s’agit. Cependant je ne passerai point sous silence une autre 
méthode qui conduit au même but , avec autant et peut-être même avec plus 
de simplicité Elle consiste à calculer les coefficients du développement, 
relatifs aux exposants k 4 - 1 et / , ainsi que ceux relatifs aux exposants k et 
/ t , d’après ceux relatifs aux exposants k et /. Si l’on fait d abord k = 1 
et /= o , puis k = o et / = 1 , on pourra ensuite de cette manière , calculer 
successivement tous les cocflicients du développement des quantités cos « e 
et sin u. Je suppose que pour des valeurs quelconques des exposants Aet /, 
que je nommerai respectivement p et 7 , on ait trouvé 


(cos « — c)f sin lu 

— [o] 4- 2(1] cosn 4- 2 [a]cos2« 4- ... 4- 2(7.4- 7 — i]cos(/> 4 - 7 — *)'• 

4 - 2[/. 4 7] cos (y. 4 - '/) « ; 
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alors 


(cos u — e)P sin'/*" 1 u 

— |[°] — [2]) sin u + { [i] — [3]} sin 2«4-{ [2]— [4]} sin 3 u +... 

+ {l#»+ï — 2 ]— [/> 4 - 7 ])sin (P + 1 — 1 )“ + [/» + 7 — l]ân(/> +51) « 
4- [p+q] sin [p + q+ 1 )« , 


(cos u — c)r+' sin? « 

— {[*] — [°] <- j 4 - j[ a ] H- [o] — 2(1 ] cJcosk 4- j[3] -H [ t ] — 2 [a]cj cos2« + . . . 
-+- {[/» -+-?] + [/> 4- '/ — 2]— *[}> 4- 7 — 1]* j cos ( /> 4- 7 — 1 )« 

4- {[/' + 7 — 1 ]— »[/» 4 - 7 ]e}cos(/< 4 - 7 )« 4 -[/> 4 - 7 ]cos(/» 4 - 7 4- i)«- 
On avait 

(cos a — c)p sin? a 

= a[t] sin a 4- 2 [2] sin 2 a 4- ... 4- 2 [/14- 7 — 1 ] sin (/) 4-7 — 1) a 
4- 2[/> 4 - 7] sin (/I 4 - 7) a, 


on aura 


(cos a— e)f sin ? +l a 

= [ , ] 4 -[»]cosa-f- {[ 3 ] — [i]jcos 2 « 4 - j[ 4 ] — [2] }cos 3 a 4- ... 

+ j [/' + ?] — (/' + '/— 2]} cos (^4-7— i)a — [p + q— 1] cos(/? 4 -v)a 
— [/»4-7 ]cos(/>4 - 7 4 - 1) «. 


( cos u — e) P"*~ 1 sin ? « 

= [ [2] — 2 [ 1 ] t*J sin w-f * j [ 3] -4- [ 1 ] — 2 [2] c) sin 2«-f- j[ 4 ] -4- [2] — 2 [ 3 ] rj sin 3 u... 
+ j [p+q]+[p 4-7—2] — 2 [/> 4-7— O 4- } ««*(/» + ? — 0* 

4 - {(/' 4 -v— 1 ] — 2 [y; 4-7 je | sin(y>4-7/ a 4 - [/J 4 - 7] sin(/>4-74- t ) u. 


En appliquant cette méthode, si l’on vient à commettre une faute de 
calcul , elle se propage dans toutes les quantités que l’on doit calculer ensuite , 
et rend tous les résultats vicieux. Pour découvrir ces fautes ou les prévenir, 
il est bon de vérifier de temps en temps les coefficients déjà calculés, en 
se servant des équations de condition (B) et (E) de l’article précédent, ou 
bien de calculer directement un certain nombre de coefficients au moyen des 
expressions développées dans ce même article ; on obtient ainsi des points de 
comparaison déterminés, qui peuvent servir à vérifier l’exactitude du 
calcul. 


1». Maintenant , si l’on pose 

l'i . / = (cos u — c)‘ sin' «, 


4 S 


et si l’on substitue, au lieu du second membre de cette équation , son déve- 
loppement calculé par la méthode de l'article précédent, on aura, d'après 
l'art. 10 , 


(A) 


- — = l(i — e ’) 1 *U,_,.,C,./, 

y i — e * \«/ 

a fâ = î(i -e>)~/U M _,C 1 .,. 

y», _ c'\ d Xj 


Ces expressions sont respectivement de la forme 


et 


ï j y _l_ 7 , cos u 4- y, cos a « 4- etc... j C t./, 
ïjj, sin «4- «îj sin 2 « 4- etr J Ci./. 


Après avoir substitué la valeur numérique de l’excentricité de l’orbite de 
la comète, dans les expressions des coefficients 7 , 7 ,, etc etc., on 

multiplie ces coefficients par ceux des quantités C*,,, calculés par la mé- 
thode des art. 15, 14 et 18. Les quotients différentiels de il prennent ainsi 
la forme suivante : 


(B) 


[ 1 

X 4- x, cos « 4- X , cos 2/4 4- etc. j 

J 4-1 

v , sin a 4- » 1 sin 2// 4- etc. j 

4-î 

P -h pi cos u p j cos iu -f- etc. J 

[ 

u 1 sin u 4— » , sin 211 4- etc. j 


COS/' g' 
COS i' g' 
sin /'g' 
sin i' g'. 


X, > , , etc., etc., étant des coefficients numériques. On change cette expression 
en la suivante: 


(C) 


/etc. 4-î(fi-»i)"n(-î« + l'«') 

) 4-t(p>— »<)""(— “ + •' e ') 

s 1 4 - p sin /'g' 4- y (p 1 4-* 1 ) si n ( “ 4- /' g') 

( 4- y {,®j 4- v>) »>n ( 4 - / ' g ' ) 4- etc. 

I etc. 4- £(X,-He,)cos (— lu + i' g') 

+ 7 (X, 4 -».)cos (— « 4- f'g') 

4- i cos l'g' 4- 7 (>, — ». ) c»» ( “ -+• i'g') 
4 -*(X» — «») cos( 2 B 4 -/'g') 4 - etc. 

On arrive ainsi à la forme demandée dans l’art. 11. 


i 


19. Pour le calcul des perturbations de la comète de Kncke , produites 
par Saturne, je me suis servi des quantités U*, /jusqu’à *4- 1 = 5, et j’ai 
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trouve 


U,..= - 

11 .. . = 

U,..= 

U,, = - 

u,.,= 

u,..=- 

u,.,= 

11 .. ,=- 
u.,,= 
u,..= 

u,.,= 

u,.,= 

u,.,= 

u.,.= 

u,.,=- 

u..,= 


• c 4 - cos « , 
sin u , 

G + -)- 


2C ros n H — cos 2m, 
2 


- c sin u H — sin ni, 
2 


COS 2 U , 

2 2 


- -f- c ^ 4 - ^ -h 3 <4 j cos « — •? c cos 2 « -f- ~ cos 3 m , 

( * -u e * | sin u — c sin 2 a -f- ^ sin 3 m , 

4 / 4 

Il I 1 o 

. — e 4- T cos M H C COS 2 U — 7 cos âu , 

242 4 

3 . 1 . , 

T sin 11 — 7 sin 3a , 

4 4 

-t- 3e 1 + e*^ — (3e -t- 4e') cos u + -f- 3c 1 j cos ?.u 

— e cos 3u -+- s cos 4« , 

O 

/3 ,\ . /t 3 . 3 i . . 

— ( -, e + e 3 ) sinn-H I -+- - e’ I sm iu — . csin 3u + s sin i« , 

\4 / \4 a / 4 8 

(g + r’)-î 


1 I 1 , 

c cos u e 7 cos 2 m H — e cos 3m — s cos 4 u , 

2 2 0 


3 . I . . 1 • O 1 • / 

— e sin k 4- 7 sin 211 4 - 7 c sin 3a — ô sin 4a , 

444 ° 

3 1 1 » 

s COS2«-+- 3 COS4“, 

0 2 O 


(^ÏÏ e ~*~ ^g - * _ '~e , -+-5e‘^cos u — -t-5r’^ cos 2 « 

/ 5 5 \ 5 i 

-H -t- - e M cos 3« — n c cos4« H — ttCos 5h, 

\ib 2 / 8 ib 

( I + - e ’ -t- c ‘ ) sin u — ( e + ie J ) sin 2 n 
82 / 

/ 3 3 A . , 1 . , t.. 

-t- 1 — = H — <• sin 3« c sin .1 n H — T . sm 5«, 

\ 16 2 ! 2 ' ib 
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U>.,= 

U.. 3 = 

u,..= 

UM= 


cos 5// t 


~ ( 8 *' + ;*’) + ( g + \ ) cos « -+- ; e 1 cos au 

_ (ii + r’) cos3 “ + 8 eco * 4 “- tb 

/■ 3 ,\ • i 

\ 8 7 6 / sm “ — -fsin m 

-+- — 7 cl ) s ‘ n 3 “ + 7 " sin 4" sin 5 u 

\ lb 4 / \ il» 

3 i i 3 i i 

— û f + ü cos "H — e r ' ,s 2 “ -.cos 3« — r cos 4 a H — r.co*5« , 

o o a ib o 16 


5 5 , 

z. sin « z sin 3 k -I — - sin 5 «. 

b ib ib 


Dans le cas où l'on aurait besoin «le pousser plus loin , on peut relier le 
développement à ce qui précède, et le continuer aussi loin que l'on voudra. 
On peut remarquer, que dans chaque groupe où X ■+■ / a la même valeur, les 
premières quantités U*, i sont celles qui exercent la plus grande influence, car, 
par suite de l’expression (A) de l’article précédent , les quantités de chaque 
groupe de la série doivent être multipliées par 

('—«’)•> (•—**)’, (• — '’’)> (i—e’ÿ, (t— e’)’,etc. 

Or, ces facteurs deviennent d’autant plus petits, que l’excentricité de l’orbite 
rie la comète est plus grande. 


20. On verra plus bas que , pour le calcul des perturbations de la latitude, 
nous aurons, avant tout, besoin de la quantité 

sin (/-+- N -t- K ) 

°WT J r 

_ fda\ /da\ 

De meme que I -- I et I — j exploitent respectivement les composantes 


de la force perturbatrice , parallèles au grand axe et au petit axe de l’orbite 
de la comète, de même la quantité précédente exprime la composante de 
cette même force , qui est perpendiculaire à l'orbite de la comète. Je la dé- 
signerai donc, dans la suite, par — Y Nous allons maintenant la déve- 
lopper, et disposer notre développement de telle sorte que nous puissions 


Digitized by Google 



nous servir du plus grand nombre possible des quantités du développaient 
qui précède. 

Comme I , IV' et K ne se trouvent que clans A et B , il faut donedifférentier 
Il par rapport à ce s quantités ; mais on n'arriverait pas de cette manière au 
résultat le plus simple : il est plus avantageux de difTérentier n par rapport 
il 11. 

Nous avons ainsi 



t /rfH\sin(/+N + K) \ 

i dsi \- J dn \ 

\ \ ,11 ) r | 

y Ht J Ijh! 

) ,, /da\ , lcos(/-i-N + K'i 

(HUr 1 ’ 1 U) une ’ , l f ) 


mais, par suite de l’art. 7, 

H = cos' j I cos (/ — f -t- aK) -t- sin’-j-I cos ( /-+/' -t- 2N). 

Ainsi , 

‘ ] = — sin I sin {/-+- N -f- K) sin (f -+- N — K), 


(X) 


( , 

( ) ~ ~ asin ’ '5 Isin ’ /'+ 2Îi )> 

f = — acos’-JIsin (/—/'+ 2K); 


et par conséquent, 


Or, par suite de l’art. 8 , on a 

A = cos’ 7 1 cos [f — a.K) -h sin’yl cos { f'+ 2 N 1 ), 
B = cos’-J-lsin (/' — 2.K) — sin’-j-Isin {/'+ 2N); 


d’où il suit 


A sin(N -+-K) + Bcos (N -+-K) =cos I sin (/'-+- N — K). 


Ainsi, 


!<la\ a j dn\ . a I dû\ _ 

( A . ) = r (rfli) A ta " Bl S1 " < N + + 7 U) » «»S 1 «• (» + *)• 

Prenons maintenant la quantité 

X = (i — 2 AÇ — aB» + 5’ + **)■’, 


Digitized by 


donnée dans l’art. 9; cela nous conduit à 

r'/r/X\ , -i 

r\rfFl/ = (" — aA « — afin H- 

(A— ï) (i— aA5 — aBn-t- C + r 1 ) \ 

= ï(t — aAÇ — aBu +? ! + »’) 

On en conclut 



on a de même 



par conséquent on aura 

7 (^ 5 ) A *»"» 1 sin l N + R ) + r - ( ^ ) B ,an e I cos (N ■+• K) 

— ( “jtangisin(.V +K)4- jtugIcos(N + K.) -(-Y, 
en faisant 

Y = I ~|tangIsin(N -H K) -H jtangl cos(N +K). 

Posons cncoi c 

(A) Ki,i=( 'j tang I sin (N -+- K) + tang I cos(N + K) ; 

d’où nous conclurons 

Y = StVK,.,; 

et si nous passons maintenant de la fonction X à la fonction perturbatrice II, 
nous aurons l’équation 



4 
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uO 


dans laquelle 


(R) 


y.=:Zx L x'^i./, 

m’ i la\**' , +*ia , \ k * m, + t 

\7'j 


Sous le signe somme «lans Z sont aussi eompris les ternies pour lesquels 
k +1— i. Le développement du quotient différentiel de la fonction pertur- 
batrice relatif à z, se réduit donc ainsi au développement de la fonction dé- 
signée par Z, et à la multiplication des quotients différentiels relatifs à x et à r 
par des facteurs constants. Le facteur par lequel il faut multiplier Kj./ pour ob- 
tenir Ni /. contient lesmémes fonctions de -- , dont on a fait usage dans le déve- 
’ r 

lopiiement des quotients différentiels delà fonction perturbatrice relatifs à x 
et à y. Il ne nous reste plus qu’à calculer les quotients différentiels de la quan- 
tité D relatifs à A et à B, dont on a besoin pour le calcul de Ki,/. 

21. L'expression générale donnée pour Pj,/ dans l’art. 9 montre, au pre- 
mier coup d'eril, que les cpiotients différentiels de cette quantité relatifs à 
A et à B, peuvent s’exprimer par des fonctions linéairesdecelte quantité même. 

Ainsi : 

xOi P Di— i,/-ï ~f”7 fb— i, / »-+-<! P* -4- etc. 

-f-p'Pi i.i -+-■/' P< i./-j -t- ■î'Di -t- etc. 

+ v Pt— i,/ +5 Pi— j, /— ■; -t- etc. 

■+■ iî”Pi_..i -H etc. 

-r- etc. , 



a, fl, p', ■/, etc., étant ici des coefficients indéterminés. Substituant dans cette 
équation les valeurs de Oj.i, Pj ,. /, etc., données dans l’ait. 3 , et 

comparant les termes qui sont multiplies par les mêmes puissances de A et 
de B , on trouve pour déterminer les coefficients x , p, etc., d’abord les équa- 
tions suivantes: 


a = an — i , 

P =— | (an — 3) (an — 5) -f- ; «(an — 5). 
p’ —— j (an — 3) (an — 5) -t- j a (an — 5), 

, (an-5)(an- 7 )(a«-9 ) _ , 7)(" - 9) + , « _ „ 

4 i .a * i -a ’ 1 ' 


7 

7 = 
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« - ( a«-5)(3»-7)(»"--9) , | , _ . 

' ' |.2 * 1.2 J *' *''* 

* ,(?./? — 7) (2*1 — 9X2/1 — n)(a/f — i 3 ) t , (2 n — 9X2/1 — ii)(2/i — 13) 

" " i 7 â 73 _ *-■;*— — — 2 3 

t ? r% / + i 7 ( 2 „ _ , 3 ), 


5 '=_i 


,{ m — 7ÏÏ2/1 — 9X2/1 — iiXa/i — 13) , ( in — <))(2/i — 11 ){ in — 13 ) 


1 . 2.3 


4 -ï“- 


1 . 2.3 


, fl (2/1—11) (2/l — ! 3 ) , ( 2 «— ll)( 2 B— 13 ) 

tP 1.2 

+iy(2/i — i 3 )-i-|v , ( 2 /i— i 3 J, 

.. , (2/1 — 7X2/1 — Ç))(i n — ii)(2/i — 13 ) , fan — <))(2/j — u)(m — 13 ) 


1.2.3 


- +7*- 


I .2.3 


, .(»— Il)(a*— 13 ) , (2n— :i)(2«— 13 ) 

— r^; — r:; — 

+ 77 ' (a* — 13) -4- tv"( 2 « — 13), 

»_ , (2/1 — 7)(2n — 9) (2/1 — 11) (2/1 — 13) , (in— cj)(?.n — n)(2/i— i 3 j 


I .2.3 


1.2.3 


_ } p.<”=^lü) + . 7 . ( „_ 1 3 lt 


où, pour abroger, on a fait « = h ■+■ I. Ensuite, par des substitutions suc- 
cessives, on arrive aux expressions simples des coefficients cherchés 

a= 2 (*-f-/)— i, p = 2 (*-+■/)— 5, 7 = ••(*+/)—() , u = 2 (*-t-/)— ,3, etc.; 

p'=2(*+/)— 5 , y'=a[a(/4-/)— 9], d' = 3 [a(X+/)_ i 3 ],etc. ; 

■/"= 2(7+/)— 9 , <ï"— 3[2.(X-t-/)— 1 3 ], etc.; 

o*= l(t+l) — 13 , etc.; 

etc. 

La loi de la série est évidente. Comme, dans ces expressions , i et / 11e sc 
présentent point isolés, mais seulement par leur somme, nous aurons im- 
médiatement 

^ 'I B J = « D<,; -, H- p Pi./ +7 +5 -(-etc. 

-Hp'Di_,,/. , -(-7' -f- 5 'Dj etc. 

1./— 1 - 4 - t" Dt_ , -(- etc. 

+ 4- etc. 

etc.. 
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les coefficients a, fi, 6', 7, etc., ayant ici les memes valeurs que plus liant. 
Il suit tic là que 

/ fl l\/ \ I 

\ rfB / — \~dÂ J S 

c’est pourquoi il n’est pas nécessaire de calculer en particulier les quotients 
différentiels relatifs à B. Celte même équation se déduit encore facilement de 
la relation établie dans l’article précédent antre les quotients différentiels de 
la quantité X . 

Au moyen des expressions trouvées ci-dessus, nous arrivons aux quo- 
tients différentiels dont on a besoin pour calculer les perturbations de la co- 
mète de F.nckc produites par Saturne , comme il suit : 


i'I D,..\ 


i),.» — 


\ d\ ) 

~ 

i, 

/rfo..A 


0 , 


\ rfA ) 



CI 

= 

3D,„ = 

3A, 

( 3 ) 

= 

3D.., = 

3 B, 

( 3 ) 

= 

0, 


m 

= 

SD,., -f- 

l> 

( 3 ) 

— 

5D,.„ 


( 3 ) 

= 

SD,., + 

■> 

( 3 ) 

= 

0, 


( 3 ) 

— 

7 D,. -+- 

3A. 

( 3 ) 

= 

7 D,., -+- 

3 B, 

( 3 ) 

= 

7D,., + 

3 A, 

( 3 ) 

= 

7 D., -t- 

3 B, 
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22. Au moyen de la relation trouvée dans l'article precedent , entre les 
«pmtienls différentiels de la quantité Dj./, relatifs à A et à lt, l’expression (A) 
de l’art. 20 se change en la suivante : 

K i,i~ tang I sin ( N + K ) + ^ ~ j tangl cos (S H- K). 

En appliquant cette dernière relation, l’expression (B) de Part. 20 donnera 
les quantités Ni./, et l'on obtiendra Z au moyen de l'expression suivante : 

(©) Z = S(i — e’)’Ui.,Ni.,, 

où l’on substituera le développement de la quantité Vu / de l’art. 10 . 

25. Avant d’aller plus loin, je vais appliquer les développements précé- 
dents au ralcul des perturbations de la comète de Encke, produites par Sa- 
turne. Dans le n° A25 des Astron. Nnchr. , j’ai montré que l’on peut prendre 
pour base du calcul des perturbations d'une planète, ses éléments oscillateurs; 
et comme les propositions que j’y ai développées s'appliquent également au 
cas actuel , j’ai employé ici les éléments oscillateurs de la comète, correspon- 
dants à l’epoque iSac), janvier 9,72 temps moyen de Paris, publiés dans 
Y Annuaire astronomique de Berlin pour i 8 jo, page J’ 2 . Cependant, comme 
je l'ai fait voir dans le numéro cité plus haut , il est préférable de déduire le 
moyen mouvement dont on a besoin , ainsi que le grand axe de l'ellipse qui 
s'ensuit, deslongiludesobservées, et aussi éloignées que possible, ou bien des 
valeurs osculatrices correspondantes de l'époque de la longitude moyenne. 

C’est ce que j'ai fait ici ; j'ai ainsi obtenu les éléments suivants de la co- 
mète, auxquels je joins les éléments de l'orbite de Saturne, correspondant 
au même instant, et que j'ai tirés des Tables de Saturne de M. Bouvard. 
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Comèle de Lnckc. 
m 

— 2 o 

M 

n = 391809", 9 
loga = 0,34634^5 
r — 0,84467(10 

« = i82»48'55",8 
0 = 334.29.28 ,8 
/ = 1 3.20.40 ,2 


54 

Saturne. 

m 1 

M ~ 35 Ï 2 
n ' — 43996", 126c) 
logo' = 0,9794960 
e' = o,o 56 o 6 o 5 
m' — 337"3o'55",4 

6' = 1 12.10. 59 ,0 
i ' = 2.29.31 ,4 


Dans ces valeurs du moyen mouvement « et a', l’année julienne est prise 
pour unité de temps. Je n’ai pas ajouté le sixième élément, l’époque de l’ano- 
malie moyenne, parce qu’on ne s’en sert pas dans le calcul des perturbations. 

Le premier travail consiste à calculer les quantités I, v et A à l’aide des 
équations de l’art. 7 . On trouve 

1 = iS" 16’ 4i",4 
M' = 216. 7 -4o ,2 
<!■ = 353 .37.22 ,6 

» = 155.17.24,2, 2» = 3 io" 34 ' 46,4 
A = 33 . 54 . 9 >°! = 67.48.18,0 

1 + i = 189. 1 1 .33 ,2 

Ces valeurs de v et de A sont celles de N et de K , correspondantes à l’époque 
indiquée ; elles doivent être substituées partout dans les expressions précé- 
dentes ; j’ai trouvé ainsi (art. tl) : 

■«g/ = 9 > 9996'49 
log/'= 9,9847865 
L = 67*29' 7", 4 
1 / = 68 . 8.8 ,6 

et par suite , les huit valeurs particulières suivantes de A et de II : 


/'• 

Lob A. 

Lo E B. 

,>o 

9,58272 

9 . 9 *' 2 , 37 « 

22; 


9,83t>»3« 

.',5 

y.flta-iS 

Q&ÎM* 

<■71 

U . 9990 * 

8 ,0-^9 j 

9 ° 


< 1,55583 

> 12 ; 

9, 8', 898 

9.829$! 

i35 

9,58217 * 

9 . 9 Î 838 

■s,! 

8,418. .1» 

9.9 8 $7 i > 


Ensuite on peut , à l’aide des expressions des art. 9 et 12 , calculer les valeurs 
suivantes de la quantité D*,/ : 
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k , l . 

Cos of . 

Co» 
Sin f . 

Cos 2 J \ 
Sin 2 /'. 



Hv3 



+• 




0,000 

— 0,240 
H- 0,929 
H- 0,068 

— 0,257 


■+■ o, 3 i 8 



+ 0,141 



5 , 1 

— 0,045 




— 1 , 85 g 
-t- 1 , 8 a 3 

— 4 , 35 a 

— 4 . 53 c, 
-t- 5,912 

— 5 , 5'|0 
-t- 3 

H- 4 , 33 o 

— 1 ,692 
-H i , 5 i(i 



- o’ 33 i 



4, 2 

-f- o,i 5 i 






-t- 0,096 
— 0,225 



3, 3 

— 0,071 










— 0,357 
-t- 0,215 


•->. 4 

-t- 0,044 


-h 0,198 
— 0,028 







>, 5 

— 0,028 


— 0,023 

-+- 0,057 









o, G 

— o,oi 5 



-f- o,oo 3 
— o,o 55 



-+- o,otl9 



0,2 l 
— 0,275 







La disposition de la Table doit être comprise de la manière suivante : par 
exemple , 


Dj.i = — 0,0807 — 0,3827 COSI ./ v — 0,4594 sin 2 /' 

-+- 2 ,io 65 cns 4 /' H- 0,0217 sin 4 /', 

ainsi de suite. Les valeurs numériques précédentes donnent encore 

A = -(- 0,38258 cos /' 0,92296 sin/', 

B = — o, 8 g 6 i 3 cos/' -t- 0,35959 sin/'. 

De cette manière, les expressions des art. 21 et 22 , pour les quotients 
différentiels de Di,; et pour les quantités K/,,, donnent les valeurs suivantes: 
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K*./. 


k, l. 

Cos o/'. 

Cos 

COB 2 /', 

G» 3/', 

Co» 4/', 

Sin 

Sin 2 f\ 

Sin 3/'. 

Sin 4 f'. 

I , O 

— o,oj36 





O, I 

— O.'J&fi 





1, O 


— o,o 5 oi 

— 0,1208 




I 1 1 


— o,*y22 

— 0,7938 




O, 2 


0,7252 
— 0,2909 




3 , o 

— o»° 9:9 


-+- 0,1 >54 

— o,n 56 



« 

— o,6oi3 


0,9342 

- o ,{885 



1 » 2 

— o,o()jo 


1,25-42 

-+- I ,5002 



o, 3 

— o,5î8'| 


— o,(i 8 i 4 
-4- 0,6508 



4, o 


— 0,094 


-H 0,176 







— o,22C 


-+- 0,073 


3 , i 


- 0,35-4 

- 1 , 47 ' 




2, 2 



- 4 - 0,9 r »8 
— 1 ,827 


- 4 - 1,293 

- 0,658 



H- 2,922 


I, 3 


— 0,373 

— 1 ,225 


- 

- «. 4*4 


o, 4 





■+- 1 ,145 
- 0,459 

■+■ 0.439 

— 0,968 





0 l P i 




o,ono 
-f- 0 , 2*4 




— 0,201 


T 

— 0 . 9*4 


-+- 1 ,61 3 


— 0,827 

3 , 2 



— o,*6* 

— 0,838 
•+■ 2,237 

+ .,314 

— 5,087 






- 4 - 2 , 5 o 5 


— 1 ,252 

2^3 

- *,5j8 




-+- 0,933 

4 


• 4 - 0,281 



- 7,385 

— 0,023 

■+■ 4 . 7 ' 3 

•+- 0,344 


4- 2,017 


o, 5 

— o ,Gv'»7 


— 0,950 
-+- 0,909 



__ 


■+■ 1 ,*52 
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24 . Nous obtenons ensuite , en multipliant l’expression ( 1 ) de l'art. 12 
par le nombre de secondes (206265"), qui est la longueur du rayon du cercle 
exprimé en secondes: 


logp. 

= o,t 4 o 85 , 


logp, 

= 9 > 5 o 77 ' — 

10, 

logp. 

= 8,87456 — 

10, 


= 8,24141 — 

10, 

logfl. 

= 7,60826 — 

10. 


En substituant la valeur numérique de l'excentricité de l'orbite de Saturne 
donnée plus haut, dans l'expression de l’art. 18, on est conduit aux valeurs 
numériques suivantes, pour les quantités développées dans ce même article. 


(°k* 

= 4- 0,004733 

(0)... 

= 4- 

0,009484 

( 2 k« 

— 4- o,oo3t552 

( 2 k. 

= 4- 

o,oo3t63g 

(4k« 

- - -f- 0,00000245 

(4k. 

~ “f” 

0,00000?45 

(0)... 

= 4- 0,084388 

(<>)•.« 

= 4- 

0,1 12870 

( a k> 

= -t- 0,0002422 

( 2 k< 

= -t- 

0,0002863 

(')>.■ 

= -t- 0,056071 5 

(«k. 

= 4- 

0,0561706 

(3 )j,i 

= 4- 0,0000881 

(3).., 

= 4- 

0,00008809 


= -4- 0,007088 

(o)..» 

= 4- 

0,01 io55 

( 2 k> 

= — o,ooi55oo 

( a k* 

= — 

0,001 545o 

(4),. 

= — o,oooooi65 

(4)... 

= — 

0,000001 65 

(«k> 

= -t- 0,0066753 

(«k. 

= 4- 

0,0082592 

(3 )j,j 

= 4- 0,0000 1 1 1 

(3),., 

= 4- 

0,0000 1 3 1 

(°k» 

= 4- o,ooo584 

(o).,. 

— -r 

0,00 10 13 

( 2 k> 

= — 0,0002422 

(*k> 

= — 

0,0002863 

(>k> 

— 4- 0,000657 1 

(«k. 

= 4- 

0,0009324 

(3)..» 

= 0,000021)4 

(3k. 

= — 

o,oooo2g36 

(°k< 

= 0,000048 

(“)•.. 

= 4- 

0,000090 

( 2 k‘ 

= 0,0000277 

( 2 k> 

= — 

0,0000 36 g 

(4)=.. 

— 4- o,OOQOOo42 

(4k. 

= 4- 

0,00000042 

(')».* 

= 4- 0,0000600 

('k. 

= 4- 

0,0000944 

(3k. 

-- — 0, ooooo56 

( 3 )... 

= — 

0,0000064 
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(°k. = 

+ 

o,oi 584 

('k> 


4 - 

0,01 i 445 

Mm = 

4 ~ 

0,003.75 

( 3 ).., 

= 

-t- 

0,0000 1G1 

( 4 k« = 

-h 

0,0000025 



— 

— 

. 

— 

— 

— 

(°k. 



0,00235 

(°k> = 

4 “ 

0, .4. 04 

(4., 

= 

— 

0,000374 

(a)... = 

4 - 

o,ooo 33 o 

(’k, 

= 

+ 

o,oo. 6 i 5 

(•k. = 

-+■ 

o,o 563<4 

( 3 k, 

— 

— 

0,00002^} 

( 3 ).., = 

4 - 

O 

O 

O 

0 

Ô 

OC 

cc 

— 

— 

— 

- — 







(»)... 

= 


0,00024 

(°k> = 

4 - 

o,o .584 

(a).,. 

= 

— 

o,oooo 5 q 

(a),., = 

— 

0,00.540 

(4k. 

= 

-f- 

0,0000004 

( 4 k, = 

— 

0,0000016 

(*k. 

= 

4 - 

0,000 iq 5 

(*k> — 

-h 

o,ooc )853 

( 3 ).,. 

= 

— 

0,0000080 

( 3 ),., = 

-h 

0,0000.44 

~ — ~ 


= 

— =-*=*■-- - 




(ok. 


4 - 

0,03347 

(o),, = 


n,oo 160 

(a),.. 

=- 

+ 

o,oo 32 o 5 

(a),.. = 

— 

o,ooo 33 o 

( 4 k. 

= 


0,0000025 

(>)-., = 

- h 

0 , 00.252 

H. 1 

= 

-h 

0,20021) 

( 3 k, = 

— 

0 , 000021)4 

(ak- 

= 

+ 

0,0004 IC) 


— 



— («k. 


+ 

0,05673. 

(°k> = 

-f- 

0,000.5 

( 3 ),., 

= 

-+- 

0,000088l 

(a),., = 

— 

0,0000 j 7 

— 

— 


- — 

( 4 k. = 

+ 

0,0000004 

(°k, 

— 

4- 

0,02794 

(‘k< = 

4 - 

0,0001^0 

(a),.. 


— 

0,00 . 53 o 

( 3 k. = 

— 

0,00000^ 

( 4 k» 

= 

— 

0,000001 G 



mv. ... V -Ai 

. («k. 

= 

+ 

o,o . 3 o 85 

(ok. = 

-h 

0,02383 


= 

+ 

0 , 00001^4 

(a)... = 


O,oo 3 . 8 g 

— 


— 



( 4 k« = 

~h 

0,0000025 

(°k. 

— 

4 - 

o,oo 33 . 

— 



(a),.. 


— 

0,0004.9 

(°k. = 

-h 

0,17076 

(«k. 

= 

-h 

0,002023 

(a),,. = 

-h 

0,000374 

( 3 ),., 

= 

— 

0,000021)} 

(>k. = 

-b 

o,o 565 oo 

(o),.. 

— 

+ 

0,00037 

( 3 k, = 

-H 

0,000088 1 

(a),,. 

= 

— 

0,000072 

(o).., = 

+ 

0,02.46 

( 4 k. 

= 

+ 

0,0000004 

(a)«., = 



0 , 00.535 

('k. 


+ 

0,000264 

( 4 k, ” 

— 

0,000001 G 

( 3 k. 

= 


0,0000087 
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Substituant ces valeurs dans l’expression générale trouvée à l’art. 15 pour 

-;( COS W, on obtient 
' \sm / 

n '» 

P> r -, TOS V = — (8,5883) cos g ' -h (0,1 3 7 43) cos i g 7 4- (9,4306) cos 3*' 

■+• ( 8 , 5646 )cos 4 g' 4 - (7, 63 :>. 5 ) cos 5 g 7 4- (G,G 5 <)) cos 6g 7 , 

n'» . 

P>;77 sin */' = memes coefficients, mais ils sont multipliés par lessimis de 
g 7 , 2g', etc.; 

P 1 JT <7 = (°i ' 4 2 9 °) +(9,368?.)cosg'-H(8,i.)24)co S 2g'H- (7,208) cos 3 g' 

-+■ (G,i 23 )cos 4 g', 

fi* * 

P< 7 ;n cos 3 /' = ( 6 ,i 3 t) cosg.' — (8,2546) cos 2 g' 4 - (9,4995) cos 3 g' 

-M8>949 2 )cos4g 7 4- (8,200) cos5g' 4- (7,364) cosGg' 4- (6,462) cos 7g', 
«r ' 4 . 

f*» — sin 3 / = mêmes coefficients, mais sinus au lieu de cosinus ; 
a 1 * 

P> ~r, c«s / ' =(8, 2.597 ) 4- ( 9 , 5 1 2 3 ) cos g ' 4-(8, 7 356 ) cos 2g 7 4- (7 , 82 7 ) cos 3 g' 

4-(6,862) cos4g'4-(5,87o)cos5g'. 
Pi 777 si" /'= 4-(9>5°58)sing'4-(8,7337)sin2g'4-(7,827)sin3g' 

4-(6,8()2) sin4g'4-(5,87o) sin 5g 7 , 
{*» " COS 4/' = (6, 1 97)cos 2g' — (7,796)cos3g' 4- (8,85 9 3)cos4g 7 
4- (8,4265 cosSg 7 4- (7,773) cos 6g’ 

4 - (7 ,0 1 5 ) cos 7g' 4- (6, 1 76) cos 8g', 

Pi — sin t\f' — mêmes coefficients, mais sinus au lieu de cosinus; 

u, C0S2./' = (6,2.55) cosog 7 4- (7,328) cosg 7 4- (8,8758)cos ig' 

+ (8,276) cos 3g 7 4-(7,4f)4)«»4#' 

4- (6,623) cos.Sg 7 4- (5,708) cos 6g 7 , 

u, -r- sin 2 /'= mêmes coefficients, mais sinus au lieu de cosinus ; 
r 71 

p" , = (8,88i5)4-(8,327)cosg'4-(7,375)cos2g'4-(6,38o)cos3g 7 , 
r 1 

a, cos5y 7 r=(5,8oi)cos3g 7 — (7,283)cos4g 7 4-(8,2i7)cos5g 7 

4 - (7.878) cos6g'4-(7,299)cos7g 7 4 -( 6 , 6 i i)cos8g', 
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d * ... 

p, — sin 5/' = mêmes coefficients, mais sinus au lien de cosinus ; 

fi, ^77 cos 3/' = (5,334)cos g' 4- (4,672) cos J.g' 4- (8,2393) cos 3 g' 

-h (7,7Ü6)cos 4^ + (7,081) cos 5g' + (6,297) cosG-', 

fl'* _ > , 

fi, —7J sin 3 f— mêmes coefficients, mais sinus au lieu de cosinus ; 

(j r * 

~ r Ti cm /'= (7’ 2 0®) + (8,a55) co s g' + (7,599} cos 2 4 -+-(6,779) cos; V 

4-(5,882) cos 4g', 

f*. yi sin /'= (8,245) sin g' 4- (7,595) sin 2g' 4- (6,779) *' n 3g' 

4- (5, 882) sin 4g', 

fi- ^ cos 6/' — (5,397) cos 4 g' — (6,742) cos 5/ 4- (7,573) cos 6 g' 

4- (7 ,3 1 3) cos 7 g 7 4- (6,80 1 ) cos 8#' 4- (6, 1 74) cos gg', 

a* ’ _ > > 

11, — sin 6/' = mêmes coefficients, mais sinus au lieu de cosinus ; 

(l 1 J 

fl, -p - COS 4/" = -- (6,049) cos 3g' 4- (7,601) cos 4 g’ 4- (7,226) cos 5 g' 

4- (6,622) cos 6 g' 4- (5, 90g) cos 7 g', 
fi, ^77 sin 4 f — mêmes coefficients, mais sinus au lieu de cosinus; 

fi, cos 2/' — (5,5i 1) cos og' 4- (6,542) «os g' 4- (7,617) cos ig' 

4- (7,102) cos 3g” 4- (6,386) cos 4 g’ + (5,577) cos 5 g', 
fi, sin 2/' = mêmes coefficients, mais sinus au lieu de cosinus; 

fj 

P:p;= (7,623) 4- (7,21 1) cos g’ 4- (6,355) 4- cos 2 g’ 4- (5,428) cos 3 g’. 

Dans ces valeurs, les coefficients sont déjà exprimés en secondes ; mais au 
lieu des coefficients eux-mêmes, on a mis leurs logarithmes, parce qu'on en 
aura besoin dans les calculs suivants. Je dois ajouter que pourtous les loga- 
rithmes contenus dans les expressions ci-dessus, et dont la caractéristique est 
un nombre différent de zéro, il Tant sous-entendre que — io doit être ajouté 
à la partie entière ; ou, en d’autres termes, que ces logarithmes correspondent 
à des nombres moindres que l’unité. 

23. Si l’on multiplie maintenant les coefficients des expressions développées 
dans l’article précédent, par les coefficients respectifs desquantités Dj,/ et K,.,, 
qui ont été développés plus haut dans les articles qui precedent, on aura ainsi, 
par suite de l’art. 12, les quantités Ci,/ et N»,, comme il suit : 
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k / co*qJ. r ° s V» (: °* (; ° s V> Co * 

Sing'. Sin^. Si» 3^. Sia ^ Sin 5^. SinCg". Sin 7^. 


8,35770 


9 , 1 538» 
9,1 555 

9,1 365» 

9 ^ 

9,ij(iü 

9,11570 
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Ici , comme dans l'article précédent, on a mis les logarithmes des coefficients 
an lien des coefficients eux-mêmes. 
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26 . Pour aller plus loin, nous avons besoin des valeurs numériques des 
fonctions de u introduites dans l’art. 18 et désignées par U/, /; ce sont les 
facteurs de Ci,/, et par suite de Ni,/, dans les expressions des quotients dif- 
férentiels de la fonction perturbatrice. Si l’on substitue la valeur numérique 
de l’excentricité de l’orbite comélairc, indiquée à l’art. 25 , dans les expres- 
sions de ces fonctions développées à l’art. 19 , et si on les multiplie par les 
puissances convenables de i — r“, on arrive à 

U,.,= — (9,92669) + (o,ooooo) cos «, 

(i — e’J’U,., = (g,72858)sin « , 

U,., = (o,o 8 / ( o 4 ) — (0,22772) cos u + (9,69897) cos 2 // , 

_l_ 

(1 — «V U,., = — (9,65527) sinu + (9, 42755) sin iu, 

(1 — e’) l),,,= (g,t 56 i 3 ) — (9, 1 56 1 3 ) cos 2/1 , 

U,,» = — (0,27182) + (0,46102) cos u — (0,10278) cos 2U 

+ ( 9 > 3 97 î> 4 ) cos 3 ". 

(1 — <■’) 1 U,. , = (g,7 1 24 1 ) sin « — (g, 65527 )sin lu. -f- (g, 1 2652) sin 3 «, 

(1 — e’) 11 ,,,= — (9,08282) -f- ( 8 , 855 10) cos u -f- (9,08282) cos iu 

— ( 8 , 855 1 o) cos 3 u , 

( 1 — e’J'U,., = (9,06080) sin u — ( 8 , 58368 ) sin 3 « , 

U,., = (0,4807) — (o, 6 g 4 1 )cos«+(o,42i 7)cos2« — (9,9267)0053/1 

(9s oçj6 9 )cos4 " , 

(1 — <y U,., = — (9, 8207) sin « H- (9,8492) sin 2« — (g, 53 o 3 ) sin 3 u 

4- (8,8255) sin 4 “, 

(1 — <•') U,,,= (9,1400) — (g,o 838 )cos« — (g,oog 5 cos 2 «+( 9 ,o 838 )cos 3 « 

• . — ( 8 , 554 1 }oos 4 « , 

1 

( 1 — c’J’U,,, = — (8,9875) sin « -t- (8,5837) sin 2/1 -t- ( 8 , 5 1 o 4 ) sin 3 « 

— (8,2827) sin 4", 

(i — c') U,,,= ( 8 , 4884 ) — (8,6i33)cos2// + (8,oi i2)cos4«, 

U,., = — (o,70i3)-t-(o,93o5)cosu— (0,7097 )cos2«-t-(o, 321 4 )cos 3 u 

— (9,7 226 )cos4« +(8,7959)00351/ , 

(1 — r')‘U,,i = (g,g6oi)sin« — (o,o 4 o 3 ) sin 21/ + (9,8282) sin 3 « 

— (9,3542) sin 4 « + ( 8 , 5245 ) sin 5 « , 

(1 — e 1 ) U,., = — (9, 2482)+ (9, 2768)005 «-{-(8,9362)0052// — ( 9 , 2336 )cos 3 « 

+( 8 ,g 57 g)cos 4 « — ( 8 , 253 o)cos 5 k, 
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(i — c'i'U,,, = (g,oo 54 )sin« — (8,8 1 i4)sin2tt — (8,2.497) sin 3 « 

-+■ (8,5io4)sin4« — (7,9816) sin5n , 

{ 1 — e’J’ U,., = — (8,4 1 5o)-f-(8,oi 1 2)cos « +(8,5{oo)cos 2 « — (8, 1 87 3 ) cos 3 k 

— (7i937q)cos4«H-(7)7I°2)cos5« , 

1 

(1 — eg’U,.» = (8,43g) sin « — (8, 1 38) sin 3« -h (7,439) sin 5 «, 

où l’on a pareillement donne les logarithmes des coefficients, parce qu’ils 
doivent servir dans les calculs suivants. Maintenant, si l’on multiplie les coef- 
ficients de cescxprcssions, par les coefficients donnés dans l’article precedent 
pour C>, 1 et Nj,/, on obtient, par suite des formules développées aux 
art. 18, 20 et 22, les valeurs numériques des quotients différentiels de la 
fonction perturbatrice. En effet, à l’aide des expressions (A)dc l’art. 18, on 
arrive à 



et, au moyen de l’expression (et) de l'art. 22, on obtient Z. Ces expressions 
ont d’abord la forme (B) de l’art. 18 ; puis ensuite, comme on l'indique dans 
ce même article , on les met sous la forme (C), qui est celle que l’on demande 
à l’art. 11. Cela fait, on obtient 



au moyen de l’expression (Z) de l'art. 20. 
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n 


a / dil\ 

a 


V 

1 - 1 ‘ \ Jx / 

</i — <■• 

W 

v/. 

c » \djc J 

V^l — r* 


■(- + ''*') 

f/M+iV) 


(m-hi'g') 

(iu-hi’g’) 


Co» 

Sin 

Sin 

Cm 


Co 8 

Sin 

Sin 

(.0* 







!• 

» 


>/ 

0.0 

—0,6657 



4-0,0143 

2,3 

— O.iAj 

— 0,025 

— o,o 35 

4 - 0,023 

I ,o 

-m.8173 

—0,0100 

4-0, 3 i i 5 

—0,0187 

3,3 

4 - 0 ,002 

4-0, oo 3 

-t-0,002 

— 0,001 

2,0 



—0,0124 







3,0 

4 -O, 0 I 2 | 

—0,0008 

4 -o,oo 38 

— 0 ,ooov 

- 4,4 

—0 ,002 

4-0, oo 5 

— 0 ,002 

— 0,00 3 

4 .» 

—0,0010 

4-0,0001 

— 0 ,ox >3 

0,0000 

1 

u» 

4-0, oi 3 

—0 ,082 

4-0,01 1 

4-0,075 






—2,4 





- 3 .i 

— 0,002 

—0,010 

4-0,001 

0,000 

— .4 

4 - 0,202 

— 0 ,233 

*+-0,191 

4-0,219 

— 2.1 

-+-0,043 

■+0,137 

—0.009 

4-0,004 

0.4 

— 0,157 

4-0,1 56 

1 

0 

—0,148 

— 1 , 1 

—0,045 

— 0,^10 

—0 ,004 

4-0.099 

■•4 

4-0 

—0 ,076 

-+-o,o(ii 

4-0,074 

O, 1 

4 -o,o 38 

4-0, 5 oi 

4-0,019 

— 0.210 

M 

— o,oi 3 

-t-o , 02.3 

—0,012 

— 0 , 02.3 

1 . I 

—0,037 

—0,280 

—0,014 

+0,147 

3.4 

4-0,001 

— o,o<>4 

4-0 ,001 

4-0 ,oo 3 











3 ,i 

— 0,002 

— o,oo5 

—0,00! 

4-0,002 

-4 

4-0, oi 3 

—0,002 

-+-0,1*12 

-+-o,oo 3 






- 3,5 





- 3 ,f 

—0,022 

4-0,017 

— 0,006 

—0,002 

-a , 5 

4-0,093 

4-0,049 

4-0.092 

—0 ,oj5 

— 2,2 

4-0, 106 

—0,040 

4-0 ,o .'|5 

4-0,010 

— 1 ,5 

-0,091 

-0,0 i) 

—0,093 

4-0 ,o(xj 

— 1.2 

— 1,280 

4-1 ,i 5 o 

— 1,189 

— 1 ,070 

o,5 

-Hi ,060 

-+-o,o5o 

4-0,059 

—0,0 ',8 

0,2 

-i-i , 4 'zi 

— 1 ,273 

4-1 , 3 i 6 

+>.'94 

1 ,5 

—0,028 

— 0,023 

— o,o 33 

4-0,021 

* ,2 

—0,478 

4-0.387 

—°. 4 o 4 

—0,354 

* 2,5 

4 - 0 ,009 

4 - 0 , 00' 1 

4-0,01 1 

—0,004 

2,2 

4-0, o 3 i 

— 0,016 

4-0,021 

-♦-0,008 

3,5 

—0 ,002 

—0,001 

— 0 ,002 

4 - 0 , 00 ! 


— 0,004 

4-0, oo 3 













— 1,6 






— 0.004 

—0,002 

—0,002 

4 - 0,001 

-3,(1 

0,000 

4 - 0,029 

—0,001 

-0,029 

— 3,3 

-+-o,oi 3 

+o,im 5 

4-0,006 

— o,oi 5 

-2,6 

4 - 0,01 1 

—0,039 

4-0,01 1 

-t-o,o38 

— 2,3 

—0,340 

— 0,2DÔ 

—0,317 

4-0, i 83 

-1,6 

— 0 ,oi 3 

4-0 ,o 32 

— 0,01 5 

— 0 , 0.32 

- 1.3 

-+-o, 5 io 

4*0,614 

+0,478 

—0.579 

0,6 

4-0 ,007 

—0,021 

4-0 ,009 

4-0,019 

o ,3 

—0,370 

—0,570 

-0,347 

4-0,543 

!,() 

— o,oo 3 

4 - 0,011 

— o,oo5 

—0,01 1 1 

i .3 

-1-0. 1C9 

4 - 0,201 

4-0,08 

—0.193 

» 

2,6 

4-0,001 

— o,oo 5 

4-0 ,002 

4-0,004 
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La disposition en tables de ees quantités doit se comprendre comme il suit : 
par exemple : 

a ( da\ 

j = + o",°f)48 — o",3i45sin « — o",i i63 cos « 

-ho",n9.^ i sin lu H- o",oioqcos lu 
-4- etc. -+- etc. 

-4-0", 001 sin( — 3« -4- g 7 ) -4- o",ooticos( — 3n -4- g 7 ) 

-4- etc. -4- etc. 

Nous Taisons cette remarque une fois pour toutes, parce que lecas doit se re- 
présenter plusieurs fois dans la suite. J’appelle ici l’attention sur la convergence 
qui se montre dans les valeurs numériques précédentes des quotients diffé- 
rentiels de il. D’abord on remarque une grande convergence dans chacun des 
groupes disposés d'après les multiples des sinus et cosinus de g'. Dans chacun 
d’eux, les valeurs des coefficients convergent tellement de part et d’autre des 
plus considérables pris pour point de départ, qu'il n’est pas nécessaire d’avoir 
egard à tous les termes qui existent dans la fonction Ujy. Considérons mainte- 
nant la convergence qui se manifeste entre les termes les plus considérables des 
différents groupes consécutifs. Celte convergence est très-voisine de celle que 
j’ai nommée plus haut convergence naturelle de la fonction perturbatrice (ou 
plutôt, comme ici, des quotients différentiels eux-mêmes). Elle serait la 
convergence naturelle elle-même, si j’avais développé les quotients diffé- 
rentiels d’après if au lieu de les développer d'après if (voyez art. 11). 

27. Outre les équations de condition indiquées;* l’art. <2, pour contrôler 
le développement des quantités D >j, on peut en employer plusieurs autres 
dans le cours du calcul; elles sont si simples, qu'il suffit de les indiquer eu 
passant. Comme une grande partie des calculs qui précèdent, consiste dans 
la multiplication d’un seul et même coefficient par un certain nombre d’au- 
tres coefficients, on peut, pour la vérification de ces calculs, outre ces 
coefficients eux-mêmes, introduire leur somme, et alors, la somme des 
produits obtenus doit être égale au produit du coefficient par la somme dont 
nous venons de parler. 

§ IU. — Vu choix des coordonnées convenables. 

28. Nous avons vu , dans le paragraphe précédent, que les quotients diffé- 
rentiels de la fonction perturbatrice, pris par rapport aux coordonnées x, y, t, 
ou , en d'autres termes , que les forces perturbatrices décomposées suivant la 
direction de ces coordonnées , jouissent de cette propriété , que l’on peut les 
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développer sans le secours de séries infinies ordonnées d’après les puissances 
croissantes de l’excentricité et de l'inclinaison de l'orbite de la comète, et 
que l’on est conduit ainsi à des séries très-convergentes. On voit que, dans le 
cas qui nous occupe, cette propriété résulte de l'introduction de l’anomalie 
excentrique de la comète. Pour l’emploi ultérieur de ces forces troublantes 
au calcul des forces troublées, c’est-à-dire au calcul de la vraie valeur des 
coordonnées de la comète, le choix n’est pas indifférent; il doit être dirige 
d’après cette condition, que leur calcul, déduit des quotients différentiels 
de la fonction perturbatrice dont il s'agit, n’exige pas de séries infinies 
ordonnées d’après les puissances croissantes de l’excentricité et de l’inclinaison 
de l’orbite de la comète. 

Les différentielles, d’oit l'on doit déduire, par l’intégration, les perturba- 
tions des coordonnées du corps troublé, peuvent toujours, quelle que soit 
d’ailleurs la disposition de ces coordonnées, se mettre sous la forme suivante : 

p t) +Q (^) +R U)’ 

clans laquelle P, Qct R sont des fonctions des éléments elliptiques et des coor- 
données de la comète. D’après ce qui précède, pour ne point rencontrer 
de séries infinies ordonnées d’après les puissances croissantes de l’ex- 
centricité et de l’indinaison de l’orbite de la comète, il faut, pour le cas 
dont il s’agit, que les coordonnées soient choisies de telle sorte que P, Q et R 
soient des fonctions entières et rationnelles des cosinus et sinus de l’anomalie 
excentrique de la comète. La recherche des expressions connues pour la dif- 
férentielle des perturbations de la longitude vraie montre qu’on ne peut point 
la prendre pour une des coordonnées, car alors P, Q et R ne seraient point , 
à son égard , des fonctions entières et rationnelles de sin u et cos u. Mais en 
choisissant la longitude moyenne, nous pouvons satisfaire à la condition 
demandée. 

Il faut de plus, pour satisfaire à cette condition, déterminer les jærturbations 
du rayon vecteur, ou plutôt de son logarithme, de telle sorte que la partie 
purement elliptique de son expression soit calculée au moyen de l’anomalie 
excentrique préalablement corrigée des perturbations. Si l’on voulait déter- 
miner les perturbations du rayon vecteur de manière à employer, dans le 
calcul de sa partie purement elliptique , l’anomalie non corrigée «les pertur- 
bations (comme cela s’est pratiqué jusqu’ici dans nos tables de planètes), on 
ne pourrait pas satisfaire à la condition demandée, comme le montre la 
recherche des expressions connues des perturbations ainsi traitées. 

On voit, par là , que les coordonnées par l’emploi desquelles je suis arrivé, 
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dans la théorie des planètes et de la Lune , à des développements pins simples 
et à des séries plus fortement convergentes, sont indispensables dans le 
problème actuel. 

29. Reprenons la fonction que j’ai nommée T dans les Fundamcntn, clc.,c t 
égalons à zéro la quantité que j'y désigne par/; comme ici nous n'avons pas 
Besoin de faire disparaître les termes multipliés par le temps, nous aurons 


(A) 



/ 2 - cos (e, — X) — I j 

I r f an 

I -h 2 [cos (•>, — X) — l] ( é ,, “ ' 

\ «t I — tt‘) L ! 

p . , an / 

+ 2 £ stn (v,— X) - -- -- - r — , 

r \ <tr/ 



dans laquelle, outre les notations déjà employées, signifie la longitude vraie 
dans l’orbite, et p ainsi que \ sont des fonctions de la quantité indéterminée 
t, cjui sont liées avec elle et avec les éléments correspondants par une même 
relation, comme r et *», le sont avec t et avec ces mêmes cléments. 

On a identiquement 

MA __ MA 
’/ W/A 


\ th\ 


par suite, comme 


r f r • r 

— - cos J y r= ~ sin/, 

a a 


I r/it 


ensuite 


"• —>=/— ï» 


ndt = - dit y 
a 


pétant lié à r et aux éléments correspondants comme f avec / et avec ces mêmes 
cléments. Substituons ces valeurs dans l’expression précédente de T, après 
l’avoir multipliée par dt , nous aurons : 
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iv* = 


r' . , n> . rsin/ , , 

— sut/— 2 - sm*-t- 2 — — — — (r; — /•pcos/coss.iJ ,, . 

a' fl’ «’(i — <■’)' r [ a f ,,a \ 

IVi — e’X^ 1 } 


du 


a' ( i — e’) 


sin y sin’/ 


2— cos? cos/"+ 2 ,(rpcose — prcosf) 

«’ ‘ a’ a'(i — e’/ ‘ T r ' 


a’(i — <r') 


cos y sin’/ 


'P . • 

- a — ■ — - — r sin 9 sin fco% f 




Introduisons maintenant la fonction de r analogue à l’anomalie excentrique, 
et design on s- la pare; alors nous aurons 


- = i — ecose. 


- ~ i — c cos u , 

u u 

P r 

- COS® = COS V — «V - cosy = cos u — c, 
a a 

sin ® = sJi — e\ sin e, - sin /= t^ 1 — sin u , 
a a 

^ “ cos/*cos 9 = ( i — c 1 ) ( i — cos r cos u ) , 

— cos 9 — ^ cos/* = ( i — e 1 ) (cos e — cos u) ; 


de là il vient 


Tdt — sJ i — c 1 


3sin« csin lu — 3 sine 4 - c. sin (e — u ;] 

2 


du 


I a ( d&\ 

yj \ t 

( - c — (3 — c’Jcosw-f- -c cos 2 « 4- 3 cos e) . , . 

9 2 " g?W 

f — 3ccos(p — u) — ccosfr-t- a)-|-cos{p — a«)j'’ e '' 


d’où l’on voit que cette fonction , dont dépendent les différentielles des per- 
turbations de la longitude moyenne ainsi que les différentielles correspondantes 
du logarithme du rayon vecteur, jouit de la propriété demandée. 

50. Avant d'aller plus loin, je dois ajouter quelque chose d'essentiel sur la 
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forme de ce» perturbations et sur leur emploi. Dans les Fundamenta , rtc., j'ai 
montré qu'au moyen de T on obtient les perturbations de la longitude moyenne 
et du logarithme du rayon vecteur, de la manière suivante, en se bornant 
d'abord à la première puissance de la force perturbatrice. 

On calcule W par la formule suivante : 

W = — b + 2Ç | - oos» -4- ^ — a» sin y -+- fTdt, 

où la quantité en dehors du signe de l'intégration est ccllc-là même que l’on 
ajoute à l'intégration, sous le nom de constante arbitraire, et dans la quantité- 
sous le signe somme, v est constant. Nous obtenons ainsi la longitude moyenne 
troublée, ou l’anomalie moyenne nz, et les perturbations du logarithme 
hyperbolique du rayon vecteur iv au moyen des expressions suivantes : 


n - — g -bn/Vfdt, 

i , i i f/ênv\ , 

= C + y,; 


où g signifie l’anomalie moyenne non troublée, ou si l’on veut la longitude 
moyenne , et le trait au-dessus de la fonction W et de son quotient différentiel in- 
diqueque l’on doit y changer t en t. Dans ces expressions, b, Çetn sont de petites 
quantités qui doivent être déterminées suivant les circonstances. Si , comme 
dans l'exemple que nous traitons ici, on prend les éléments oscillateurs pour 
base du calcul des perturbations , ces trois quantités doivent être déterminées 
comme je l’ai indiqué dans un Mémoire imprimé dans les dstr. Nachr., n"'4 ï 3 
et suiv. D’après les Fundamenta, etc., page 1 > lorsque provisoirement 
l’on tient compte seulement de la première puissance de la force perturbatrice , 

la quantité C est le terme constant dans — - '-j t ' 

Si l’on emploie les éléments elliptiques osculateurs du corps troublé, 
comme base du calcul de ses perturbations, on a montré dans le Mémoire 
cité plus haut, que quand on n’a égard qu’à la première puissance de la 
force perturbatrice, b, Ç et u doivent être déterminées au moyen des expres- 
sions suivantes : 


I dlz\ ^ (r)r sin (f) 

'.<*/ an v i — c 1 \ * ' 

_ _ ( r ) »» r 
an{^ï 


2 -h r- -+- .V cns(f) 




(±l) _ 

cos (/) -t- c 


\dt) 

1 — c 1 


■£*3K : 

SH4 
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dans 


lesquelles (r), (/), > («■) et ^-j 


sont les valeuis numériques 


des quantités r, f, Tjf* w e * ~rf~ c < I lu ont lt,u a 1 instant pour 
lequel on a pris les éléments oscillateurs correspondants. Si l’on emploie, 
comme on l’a fait ici , non pas le moyen mouvement oscillateur, mais celui 
que l'on obtient à l’aide d'observations aussi éloignées que possible l’une de 
l'autre, alors les expressions précédentes pour Ç et « subsistent encore; mais 
l’expression de b n’a plus la même valeur. Dans ce cas, il faut déterminer b 
de manière que dans l’expression de nz il ne se rencontre aucun terme pro- 
portionnel au temps, autre que le moyen mouvement que l’on prend pour base 
du calcul. On trouve, du reste, dans le Mémoire cité plus haut, desexpressions 
rigoureuses pour déterminer cette quantité, c’est-à-dire en d'autres ternies, des 
expressions qui s'étendent à toutes les puissances de la force perturbatrice; on 
y donne aussi une équation de condition pour cette même détermination de b. 


5 1 . Pour le calcul des perturbations de la latitude , le plus avantageux est 
d’employer les éléments que j’ai désignés par p et <j dans les Fundamenta, etc., 
ou bien de simples transformations de ces quantités. 

Si nous changeons les quotients différentiels de la fonction perturbatrice 
relatifs à P et à Q au moyen des équations données dans les Fundamenta, etc., 
en ceux relatifs à 1, v et k , alors les expressions que l’on y trouve, page toi, 
pour les différentielles de p et </ deviennent : 


. .( ( -vr ) cos;"N 4- K — r) 

dp an cos f J \ f/I / 


yji — e 


r idci\ i . 

idiï\ i 1 

LU) C0,an ^ 

U) tan e; , J 


+ K — ir) | 

” | + â[ (S) co,an « ; 1 - (S) ,a,, « i 1 1 cos(n + k. *) | 


ttq • an cos f 

~dt 




où 7r est la longitude du périhélie de la comète, correspondante à l’époque. 
Maintenant , comme 
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nous obtenons, au moyen des équations (X) de I’art. 20 : 

/ tin \ / f/a \ . . 

^7, ) = -( ) s >" 1 Sl " (/+ N H- K) sin (/' + N — K.', 

1 f" / c/il \ l. (dû\ i 1 / dû. \ 

iLU) C0,an ^ I -(^) ,a,, ^ l J=-(,7 H > ,n,co ^/+N+ K >i ,, t/'+N- K )- 

On a trouve, dans ce même article, que 



sin I sin {/' -(- N 


-K). 


J.rs équations précédentes deviennent donc : 


(A) 


dp .r, a 

~r = — n cos/ sin I / -4- tt) 
dt n 1 

dq . r a 

~~ — — n COS 1 - COS ( / f- TT ) — ■- 

dt n '• e’ 


\ / > — c 



et comme les facteursde 



contiennent seulement les fonctions variablesrsin/ 


et r cos f, ces dernières équations satisfont également à la condition demandée. 

Pour calculer ensuite la latitude ou la déclinaison de la comète relativement 
au plan fondamental, en désignant son sinus par s, nous avons trouve dans les 
Fundamenta , ctr. : 


ainsi 


s = sin i sin (e, — x "** w )> 
p = sin i sin (jr — si', 
q = sin t cos (x — w), 
e, =/+ti 

s = q sin (/-+- ir) — 1 1 cos {/+ Jr). 


Celte équation montre d’abord , si on la compare avec les expressions don- 
nées plus haut pour ~ et queir doit s’évanouir dans le résultat final. Nous 

pouvons tirer de là une simplification , en faisant d’abord disparaître cette 
quantité. Dans ce but , soient 

p , = sin i sin (j; — si — ?r) — p cos r — q sin r , 

q , = sin / cos ( — si — n) = p sin r. 4- q ros jt ; 

en les differentiant, et pur suite des équations (A) données plus haut, on 
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(B) 

et 


tyi .r a 

-7- = — n co» 1 - sin f - 

dt a y ^_ e , 

dq, .r n 

-j- = — n cos t cos J 

tlt ti y' | (.1 



s = //, sin/ — />, cos/. 


Posons maintenant 


/'■ = (P>) + <V'. 
'/■ = ( 7 .) -+- * 7 '» 


où ( /»,) et (y,) sont les constantes qu'il faut ajouter à l'intégration, et 
S/i,, dq , sont les perturbations de p, et de 7,; il en résulte, en désignant 
|>ar 3 s les perturbations de s, 


(C) 


3 s 7= 5 q 1 sin / — Sp, cos /. 


Si l'on prend les éléments osculateurs du corps troublé pour base du calcul 
des perturbations, par suite du Mémoire cité dans l'article précédent , les con- 
stantes que nous désignons ici par ( p ,) et (7,) prennent la forme suivante (*) : 

(p,) = — sin i sin u — (Sp,), 

(7,) = — sin/cosw — (£7,), 

où ( 3 p,) et (07,) sont les valeurs numériques des perturbations Sp, et 3 q, qui 
ont lieu à l’instant auquel correspondent leséléments osculateurs employés. 

L'équation (C) montre que l'on ne peut pas exprimer les perturbations de 
la latitude par une série très-convergente; niais on peut , à la place, exprimer 
par des séries de cette nature les perturbations de la latitude multipliées par 
le rayon vecteur; car nous avons la relation 


rSs z= 07, . rsin / — Sp, . r cos /, 

dans laquelle les facteurs sont des fonctions entières et rationnelles de sin net de 
cosu. Dans l’application, la quantité rSs est toujours presqu 'aussi simple que as 
elle-même; car, d'une part, il en coûtcbien peu dediviscr par le rayon, lorsque 


(*) Je ferai remarquer que lesquantilês désignées ici par/,, et ./, diffèrent , quant à leur 
point initial , de celles qui sont désignées do la mémo manière dans les Fundninenta , etc . 
et dans le Mémoire cité; c'est pourquoi on trouve ici dans rcs constantes tin et et ros a, 
tandis que là elles contenaient tin C et eos ♦. 


, 
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déjà l’on a calculé les perturbations pour un instant quelconque d’après les 
expressionsgénérales, et, d’unautre côté, on emploie souvent , pour le calcul 
des lieux géooentriques, des expressions qui supposent roj; dans ces cas-là, 
l'équation qui précède donne sur-lc-champ cette quantité. 

5U. On obtient ainsi l'anomalie moyenne troublée nz, les perturbations <e 
du logarithme hyperbolique du rayon vecteur, que l’on ramène à celles du 
logarithme de Briggs en les multipliant par le module M des logarithmes de 
Briggs , et enfin les perturbations àr de la latitude ou bien de la déclinaison 
de la comète à l’égard du plan fondamental que l’on a choisi. De ces mêmes 
quantités on déduit aussi la longitude l réduite au meme plan fondamental , 
la latitude ou la déclinaison b, et le rayon vecteur r, de la manière suivante : 
On calcule d’abord «,/e t log Briggs r parles formules suivantes 


u — e sin u — nz , 
reos f — a cos « — ne, 
r sin f ’c= a y i — C . sin u , 

dans lesquelles a et e sont des éléments invariables. Knsuilc on a 


log. Br. r = log. Br. r -s- M «>, 
sin b = sin i sin (/+ w) -I - bs, 

/ J' -t- w -f- 9 + R — fis - 


ta ng / cos (/+ si) 


tangR = Ung’f.-sinat/-^ _ 

i -+• tang* 1 1 cos 2 (/+«) 


i, u, 0 étant de même les éléments invariables de la comète, désignés par ces 
lettres dans les articles précédents. Os expressions sont celles des Funda- 
menta, etc., lorsqu’on y fait égales à zéro les quantités/, a et a relatives à la 
théorie de la Lune, et lorsque dans les expressions relatives à la longitude 
réduite on néglige les termes dépendants du carré et des puissances supérieures 
des perturbations. 

Si , dans les expressions précédentes , /, a et 0 désignent la position de l'or- 
bite de la comète à l'égard de l’écliptique , de même que i dans les expressions 
de l’article précédent, alors ces expressions donnent pour l la longitude hélio- 
rentrique et pour b la latitude heliocentrique de la comète, comptées sur 
l'écliptique; mais si i, u et 0 désignent la position de l’orbite de la comète 
relativement à l’équateur, alors / signifie l'ascension droite et b la décli- 
naison hélioccntrique de cette même comète. 



I 
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Il y a encore d'autres expressions pour obtenir ces mêmes quantités, 
lorsque dans la réduction de la longitude ou de l’ascension droite on né- 
glige de meme les termes dépendants des carrés et des puissances supé- 
rieures. Les suivantes , 

cos b cos !/ — 9) = cos [f 4- *>) , 
cos b sin (/ — 0) = cos i sin ( f -t- u! — 3s tang i, 
sin b = sin »' sin (y -f- m) -H 3s, 

donnent aussi b et / relativement A l’écliptique ou à l’équateur, selon que 
les éléments constants », u et fl se rapportent à l’un ou à l’autre plan. J’ai 
développé ces expressions jusqu’il la troisième puissance de la force per- 
turbatrice inclusivement. (Voyez Astron. Nachr., n"' 4?-3 et suivants.) Si on 
les multiplie par r, rcos 0 et rsinO, et si l’on pose 

X — r cos b cos /, 

Y = r cos b sin /, 

7. — rsin b, 

on a facilement 

X — ra sin (f r»+A) + ris sin 0 tang », 

Y = rb, sin [f 4- m -t- B) — ris cosO tang », 

Z = r sin < sin (f - 4- ») -I- ris, 

où l'on a fait 

n sin.A = eos G , 

n cosA = — sin Gens», 

/»,sinB= sin 6, 

6,cosIl = cosOcos»’. 

Le sont , abstraction faite de la forme des perturbations, les coordonnées con- 
nues de Gauss, lorsque r, u et 0 sont relatifs il l’équateur. 

Pour appliquer res expressions, on peut tenir compte de la précession et 
de la nutation d'une manière bien simple. Désignons par u l'obliquité de l’é- 
cliptique, sa nutation par Ai, la nutation de la longitude par A^, la pré-ces- 
sion Ittni-solaire annuelle par ï, la ptécession générale annuelle par et 
posons 
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5 = — iy sin c oos i sin 0 -+- Ai cos i cosO — te, sin s rosi sin 0, 

. sini , sin 0 sim 
/. = A i - — cos 0 + Ai . — • -+- te, — ■. cos 0 , 
sin i sin i sin i 


Y— Ali ( 


COS I . 

v cos t . — : sin i cos 0 

I sin f 


cos / . 

— Ai - — sin 0 
sin i 


-f- / 


■ç |«>»* 


cos ' • ... 

- 7 — sim cos 0 -4- v 
sin i 


$ 


ces quantités pouvant être facilement réduites en Tables pour chaque comète, 
une fois pour toutes; ensuite 

os ■== % sin ( f • 4- )+«)> 

ou aura alors 


cos b cos(/ — V — 0) = cos (./ -+- V •+■ w) , 

cos b sin (/ — À' — ô) = cos i sin (/ -f- >. -4- *») — j 9s -4- 9*s } tang /, 
sin b = sin i sin [f -f- / -4- w) -4- 9s -4- o's (*), 

où l’on doit nécessairement, de meme que dans les équations auxiliaires 
qui précèdent, rapporter / , w et 0 à l'équateur pris pour plan fixe fonda- 
mental; et par conséquent / signifie l’ascension droite héliocentrique, et b la 
latitude héliocentrique correspondante de la comète à l’égard du plan ( va- 
riable) de l'équateur pour l’instant t (**). 

Pour la comète de F.ncke, j’ai trouvé, relativement à l'équateur, 

/= 35" 56' 17", 

0 35o. l4.5<J, 

m = i 65.4<)>5 j ; 


(•) La signification géométrique de* quantités Ç, i, >' «Mit facile à trouver. On peut 
ntis»i y comprendre les variations séculaires contenues dan* y x et 7,, comme je l’ai fait 
dans le numéro cité plus haut. 

(**) Pour tout réunir ensemble , j’ajoute ici les formules au moyen desquelles on ra- 
mène relatives à l'équateur les quantités i,uet0, données ordinairement par rapport à 
l'écliptique ; 

co* i sin J- (a — » 0 0) = sin Ô 0 cos [ (< — i 0 ) , 

cos \ i cos ; (v — <a 0 -+- 0) = cos J 0 o co» £{«-+- »o). 

sin \ i sin \ (» — — 0) = sin J 0 o sin 7 (« — » 0 ), 

sin i cos 7 (** — — 0} = cos J 0 o sin { (c -t- i 0 ) ; 

i 0 . 0 o et se rapportent à l'écliptique, et i, 0 et a» à l'équateur. 
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ft par suite , en prenant pour base les constantes de la nutation et de la pré- 
cession données par Lindenau et par Bcssel , on a 

•* — — i l'.aigsin £ — 2",5gocos Q 4-o'', t 35 sin 2Q4- o",oo6cos2& 

— o'', 8 g 3 sin 20 — o", 167 cos 2 © 

4- t . 33 ", 6637, 

— — 6" , 3 1 2 sin Q 4- 2", 097 cos Q 4- o - ', 076 sin 2 Q — o", 021 cos 2 Q 

— o" , 5 o 2 sin 20 -t- o" , 1 36 cos 2© 

4- t . i8'',8t33, 

5 = — oVjiôsin Q, 4- 7", i66cos Q 4-0", 01 1 sin 2 JJ — o", 070 cos 2 JJ 

— o",o73sin 2 04 - o ",463 cos 2© 

4- t . 2", 7488, 

Q désignant la longitude du nœud de l’orbite de la Lune sur l’écliptique, et 
O la longitude du Soleil. Ces formules sont le résultat de la théorie que j’ai 
publiée dans les Citron. Nachr., n“ 244 <= l suivants, et n M 295 et suivants. Je 
remarquerai, à ce sujet, que dans l’application de cette théorie, si l’on a 
égard aux carrés et aux puissances supérieures de la précession et de la nuta- 
tion, la forme des équations, tant des Fundamenta, etc., que du Mémoire 
inséré dans les Astron. Nachr., n°‘ 423 etsuivants, reste invariable. En tenant 
de même compte de la précession et de la nutation dans les coordonnées de 
Gauss , en n’ayant égard qu’à la première puissance de V , nous aurons 

X= ra sin (/4-1-t- « -+-A) — J'rè, sin (/4-* 4-u 4- B) 4 - r 4- J'rj sin 0 Ung i, 
y — rb, sin (/-t-i 4- w 4- B) 4-Vm sin (/-K* 4- <•> 4 - A) — 4- iî'jJ cosO tang 1, 

’/. = r sin i sin {/ 4- J 4- o>) 4- rjij 4- ’> J }• 

35. Après cette digression sur la forme des perturbations et sur leur em- 
ploi, je passe au développement de la quantité Tilt. Pour cela, je pose 


C, — 7C, 


S.., = 

7 V« — c ’> 



-i(3 

s„, = 

— {cv'l — e‘t 

c,., = 

7 e » 

l! 

(Â 

— 7 

c,.. = 

3 

7» 

s,._.= 

7 c l / 1 — c’, 

c,._,= 

-|e, 

11 

T'v'l — 

c,,, = 

— ï e > 


T 

c,._,= 

1 » 
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- (/,/')« cos (/« 4- < V) -t- 2 (/,/'), sin (/« + /y), 
sin + 'Y) 4- 2[/,/'],cos (/« 4- 1 V) ; 


et , par suite de l’expression donnée à la fin de l’art. 29 pour T tir. 


T <tt 
du 


= u 


[/,/']< C,,# 4- {[< 
4- j[t 

+{('• 
[M'].Cm4-{[. 
4- ([' 

-K- 

-f(- 

P 4 


4- 2 


s J [ f “+" 2 » 
i— (' 4- 1 , 
— 4-2, 

[< 4- 1 , 
T |4- [' 4- 2 , 
H- (< + 1 1 

4- (t 4-2, 

['■-«. 


4-2 


I p — * . 

)4- [/ — 2 , 

h* o — 1 > 

(» — 2 , 


4-t'— 2, 

— ('— 2 , 


— I . <’]i 4- [/ 4- I , <']<) C,,i 

— 2, « , ]i 4- [/ 4- 2, l'ijCo.i 

— — (< 4-t, «'),} S,., 

— 2 , 1 '), — (/ 4- 2 , /'),} S,,, 

1 , ' "le 4- [/ 4- I , /']rj C.,1 

— 2 , i']c 4- [i 4-2, t'jrjc,., 

— 1 >'')< — (' 4-1 ,»'),js.,, 

' — 2 ,»')•— ( f 4 - 2 , '■').( s,., 

'IC,., 4- [/,«']. C,._, j 
4- [<’-«, € . 

— (/,«'), S,. 

’)• Si.l — (»’ — !,*')« Si,-, 

* ]eCi.f 4“ 

, ]*C|,I 4“ [/ — t ,r / ] c C l( _, 

'), S.,, 4- (/,»'), Si,_ ( 

4- (< — 1 1 

4- [t,t , ji C t ,_i 
*]iCi,i 4- [/4-t , ' X 2#C|, — : 

'), S,,, 4-(/,/ # )e S|._ 

*),S,,i 4-(/ 4-1 |t f )rSi,-ï 

4-[/,/ , ]c C|._, 
r ]fCi,i4“[/4-i ./'J.C,.-, 

’), S, s, 

')|S.,,— ('4-l,/'),S,,-, 


sin (/a 4- i 'g' ) 


cos (/« + i'g') 


sin[ — v -t- (,’ -f- i)« f'g / ] 


cos[— C -f* (/ + I )« -h i'g'} 


’ > sin[«4-(i — 1 )« -f-i’V] 


cos[e 4-(< — i)«+iV]i 


La manière la plussimple d’exécuter ce calcul consiste à écrire à la suite les 
uns des autres les logarithmes des coefficients//, /'),, [/,/'],, (/, /'),, [/, /'],, 

6 
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et sur le bord inférieur d’une bande séparée de papierceuxdeS,,, etc., C».,, etc. 
En appliquant convenablement cette bande, on ajoute tous les logarithmes 
correspondants, savoir, tous les S à chacun des (/', /'), et tous les 
C à chacun des [/, i']. On prend les nombres correspondants aux loga- 
rithmes des produits, et on les inscrit sur un autre papier dans les colonnes 
correspondantes aux deux arguments dont ils dépendent. Ces arguments 
s'obtiennent en même temps par l'addition et la soustraction des indices; 
quant aux signes algébriques, de même que pour distinguer si les produits 
sont les coefficients d’un sinus ou d" un cosinus, on aura recours aux formules 
que tout le monde connaît, et qui donnent les produits de sinus et cosinus 

au moyen des sinus et cosinus linéaires. Le calcul de se fait ainsi trrs- 

ii u 

rapidement. 

Si après avoir complètement exécuté le calcul de 1<lt on ajoute les trois 
coefficients qui correspondraient au même argument, en changeant v en «, 
oi> obtient ainsi les coefficients de la quantité 



qtii servira de contrôle à la lin du calcul. On peut encore immédiatement s'eu 
servir d'une autre manière, en répétant les deux multiplications qui ont 
donné Tr/t, maisenemployant, pourabreger, aulieudescoefficientscux-mèmes 
S et C , les groupes suivants : 

(S,., -f-S,., — (S,., -t-S,.,), 

(L,,, — t— 2C1, — 1 ) , (G,., -t- C. t , -+- , IL,., -H L (/ t ) ; 

on arrive ainsi de mente à la quantité que nous venons d'indiquer. 

Ces multiplications, telles que nous venons de les décrire, sont, dans la 
théorie des perturbations , le seul moyen d’arriver, par la voie la plus courte, 
à l’exactitude dont on a besoin aujourd'hui. Il serait inutile de développer 
complètement les expressions analytiques des perturbations; car, lorsqu’on 
veut, parce moyen, obtenir l’exactitude demandée, le travail, qui du reste 
n’est qu'un pur exercice algébrique, devient si long et si pénible, qu’on ne 
peut le terminer sans omission. Que si l’on a recours à ce dernier ntoven , ou 
porte facilement trop atteinte il l’exactitude, car on a rarement la faculté de 
s'assurer rigoureusement de l'influence de ce qu’on néglige. Du reste , il est 
très-difficile, pour ne pas dire impossible, à un individu de repondre de la 
complète exactitude d'un pareil développement algébrique. 
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{ », i j.sin (itt -|- i'g’)- f- ï j cos(/'« + 


alors les expressions «le l'art. 51 donnent 


• tlPi . r- " (< i i 

n cos»’ Ht ~ e * ï |l' *•'}•- 1' + '»’ '1 

i 

i Jcos (iu ■+■ i'g 1 ) 

-l-iV"i—e , ïJ{»'-t-l,f'j r — {/ — ,,»'} 

rjsin (»« -t- i'g'), 

— ‘ .--ç— sje|/,/i. — 4{» + l, «■}, — i{/_, 

ncost ut 1 • * M ’ J • ! 

> »}, | sin (iu 4- i'g') 

-t- ïje|', »' J, — ï (/•+- 1 , » 'J. — 4 jt — i 

,»’)<• ! cos (iu -h i'g ') 


Il est superflu de remarquer ici que la lettre i à gauche sous le signe cosinus 
n’est pas un indice, mais qu’elle désigne l’inclinaison de l’orbite de la comète 
surle plan fondamental. La valeur i' = o n’implique pas, dans ces formules, 
un cas d’exception, pourvu que l’on calcule seulement les coefficients des 
sinus et cosinus des multiples négatifs de « , tels que la formule les donne, et 
qu'ensuite on les réunisse aux multiples semblables positifs, conformément i 
la règle algébrique des signes. 

53 . En appliquant à notre exemple les règles de calcul contenues dans les 
deux articles qui précèdent, on a 


logS,., = 9,90.47, 
IogS,., = 9,o533», 
iogS,., = 9,9047/», 
log S,._, = 9 , 3543 , 
IogS,., = 9 , 3543 , 
log S,.., = 9,4270, 


logC,., = 0,1028, 
loge., = o,o582«, 
logC„, T = 9,3247, 
log = 0,1761 , 
log C,._, = 0,1028/», 
logC,., = 9,6257/1, 
l°SQ-,= 9,6990; 


ce qui donue, d’après les règles de l’art. 55 , 


6 . 
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TJ, 
dt ' 


A,i,r. 

1 

u-t-i'ff' 


tf-rla -rl'g 


k%- 1- tu 1 - i'fi' 


Sin 

| ( -O» 


Sin 

Coi 


Sin 

Cm 

i, «, 2 

•— j. j;8 

-o *.444 

— 0,320 

0. 1. 3 
—1. 2, 3 

+0,413 

—0,397 

— o,.w6 

-♦-0,462 

i.-a.i 

n 

— u, 38 f 
— ". 4 ï )8 

— 0 , 48 ] 
— o, 5 yt 

O. 3 , 2 
— i , 4 » '<< 

— o,o 33 

— o,o 3 o 
10,00| 
1 - 0 , (l 63 
-+- 0 , 03 ; 

1 , ii , 

— <», 4 ^» 

i-o ,634 

0, 0,4 

— 0 , 187 

1 0,346 
10,382 

-«>.424 

10,457 

10.388 

10,421 

i. a. a 

•+-0,071 
-H), 045 

0, à, 3 
—1. 3 . 3 

—0, 123 

-+-0,142 
— 0,082 
— 0,253 

—",193 

*• s» 1 

*.-1.4 

o, 4* a 
— i, 5 , a 

0,000 

0,000 

1 , I , J 

-+-o, 166 

0, 1, 4 

-1. a. 4 

1, 0, 4 

1-0,162 
— 0 , 1.53 
-0,20.3 
**• * 9 l 

10,203 
— o,U )8 
— 0 , 2.32 
—0,227 

I, 3 , 2 

— 0,00 J 
— O, Oo J 

0,000 
O, (8)0 

0. 3 . 3 
— 1 » 4* 3 

-+-0,026 
—0,01 1 

-°.«54 

— o,o 3 t) 

— 0,025 

-+-0,007 

o,— 5,3 
— i , — 4» 3 

-H0.007 
— 0,012 
—0,002 
—0,007 

— O.OU 4 J 

-+-0,016 

-♦-0.002 

10,009 


1-0,034 

0, 2, 4 

°,°17 

io,o 33 

10,078 

10,064 

—0,072 
-+-o,o 5 y 
IO, IO.| 
10,091 

i.-ü ,3 

0, 4, 3 
— 1 , 5, 3 

— o,oo 3 : -+-o,ooi 
0,000 0,000 

1. 1. 4 

o,— 4,3 
— 1 ,— 3, 3 
I ,— 5,3 

— 0,120 
- 1 - 0,234 

-HO.OoW 

-t-0,H7 

1-0, IOO 
—0,167 
— 0,016 
— o,i »83 


-+-0,00 j 

— o,oo 3 

0, 3. 4 

— . 1. 4 

1. 2, 4 

10,01 1 

10,018 

0, — 5,4 

— i.— 4,4 

1. — <>.4 

-t-o ,oo 7 I -+-o ,»»32 
—0,01 3 — o.o+iu 

1 _ 

—0,020 
— o,oi 3 

—0,0.34 

—0,027 

o,— 3,3 
— I 2,3 

«.- 4.3 

-+-O,8ol 

— 0,592 
io, 8 j 6 
-+-o, i 5 y 
-+-0,423 

— 0,008 

— o,o 3 o 

0, — 6,5 

•+■0,00 j 
— 0,008 
0 ,000 
— O.oo'i 

0 , 00(3 

— 0,254 

— o, 53 o 

0.-4, 4 

-«.- 3,1 

.,- 5,4 

—0,062 

-+-0,102 

— 0,223 

+o, 3 l 7 

+o,nf« 

+O.IÔÜ 

1 . — 7,5 

0,000 
— 0 , 0(31 

O, — 2,3 

— 1 ,- 1 , 3 

- 1 , 47 " 

H, 83 - 

-+-i , 56 i 

-*«907 
— 0,6 j3 

— *,<>79 

-+-o,o 5 a 

0, — 5,5 

-.-4.5 

» . — tî ,5 

—0,042 

—0,002 

i , — 3,3 

-+-0,700 
-+-i ,06; 

0 .- 3, 4 
-«.-Vi 

-+-°. 2<)7 

— o, 4 o 3 

-T-O, 5(2) 

— o, 7 .'i 5 
—o,v 35 
—0,401 

10,001) 

K),o32 

10,002 

0,000 

o,— 1,3 

+«.439 

— 1 ,70c) 
— 0.9'W 
— 1 ,u 36 

— i.gao 

+a, 3 u(i 

+1,128 

+i,5i4 

1 » »* » 

—0.097 

— o,2o3 

0, — 4 »^ 

+», »55 

— 0,2«J 

— 0 , 0.55 
-0,109 

— o,o32 
io,q5i 
10,004 

10 , 02.3 

« , —a, 3 

0,-2, 4 
— «. — 1.4 

—0,572 
-+-0,715 
-+-0,270 
-t-o, 4*3 

— 0,762 

1-0. 93 1 
-+-0,426 
lo.fkp 

1.-5.5 

o, 0,3 

-o,<j 3 a 
-t-i ,oa 3 

+«.844 

+0.935 

-+-I . 26 l 
— 1 , j *»8 | 

- 1.114 

I. .I,.| 

0,— 3,5 

-0,286 
10 , 36 i 
+0,137 
10,212 

10,125 
— o, i (>3 
—0,043 
— 0,081 

i ,—i ,3 

O, ~*fl 
-1. 0,4 

-+-o, 5 yi 

—0,703 

-+-0,(162 

-0,769 

* * — * 1*5 
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T, il 

dt 


I ; 

/»»-+- *u - i - i ' g ' 

À r 

l \> -4- ru 

^■*'1 

i 1 ^ 

kv -4- lu i ' g * 


Sia 

Cos 


S in 

Cas 1 


Sia 

Cos 

0, — 2,5 
— » ,~i ,5 

1, — 3.5 

» 

-ru, 335 
-o, 4 o 3 
— o,ao 5 
—0,273 

" , 
— 0,200 

- 4 - 0,253 

- 4 - 0,100 

-t-o,i 5 o 

0, 3 , 5 
-1, 4. 5 

1, 2, 5 

—o%t 3 
-4-0,007 
-4-0,021 
-4-0, o »5 

« ! 
-4-0,002 
—0,001 
— 0,006 ] 
— û.ooS j 

0, — 1 ,6 
— 1, 0,6 

1 ,—2,6 

tf 

— 0,040 
-4-0,048 
-4-0, o 3 l 

-0,099 
-HO , 1 1 0 

- 4 - 0 ,*) 8 l 

-4-0,092 

0, — i ,5 
— », o ,5 

1, “ 2,5 

— 0,278 

-4-0,317 
-4-0,216 
-1 <*,255 

-ho,iq; 
- 0,233 
— o,i 3 i 
— 0,167 

0.— 5 , G 
1 .-6,6 

-4-0,010—0 ,o 3 i 
— 0,01 3 -4-0,045 
—0,004-4-0,009 
-0,007-4-0,023 

0, 0,6 
—1 , 1 ,6 
1 1 ,6 

1 

-HJ , 027 

—0,029 

—0,029 
— o,o 3 i 

-4-0 ,06 J 
— o ,»»65 
—0,067 
— < 1 , ojS 

0, «,5 
— » . i ,5 

1, -i , 5 

tO, 180 

—0,191 
— 0,i(k) 
—0,180 

— 0,126 

-t-o»» 4 ° 

-H>»ix 5 

-4-0,129 

0, -4, 6 
— 1, — 3,6 

1, - 5 , 6 

-—0,002 
—0,002 
-4-0, oo 5 

- 4 - 0,001 

1 0,08a 
—0, 108 
— o,o 35 
— 0,061 

0, x , 6 
— », 2, 6 
1,0,6 

— 0,01 5 
-H), 01 4 
-1-0,017 
-4-0,016 

— o,o 3 i 
-4-0, o 3 o 

-4-0, o 33 

o,i t 5 
— 1, 2, 5 
t , o, 5 

—0,091 
-4-0,087 
-4-0, io 3 
+ 0.099 

-4-0, o 58 
— 0,064 

— 0,069 
— o,o 65 

0,— 3,6 
— 1,-2 ,6 

- o,o 25 

- 4 -o,o 34 

-4-0,007 

-4-0,016 

-0,127 

4-0,067 

-4-0,096 

0, 2, 6 
-t, 3 , 6 
1,1,6 

-i-0,008 
— 0 ,oo 5 
—0,01 1 

— o.iju8 

-4 0,011 
—0,009 
— o,oi 5 
—o,oi 3 

0, 2, 5 
— x, 3 , 5 

1 , i ,5 

l 

1 o,o 3 <> 

— 0 ,o 3 o 
— o,o 5 i 

— »,«• \'t 

— 0,016 
-4-0,014 
-4-0,026 

•4-0,024 

O,— 2,6 

1 — 1 , — 1 ,6 
». — 3,6 

-4-0,045 
— a,o 55 
—0,024 
— o,o 34 

-*-0,128 
— o,i 5 i 
— 0,088 
— 0,111 

0, 3 , 6 

I 4 . 6 

1, 2, 6 

1 

— n , fnO . 

- 4 - 0,001 

- 4 - 0,002 

— 0,002 
-4-0,001 
-4-0,006 
-‘-0,0.14 


Les nombres qui , dans chaque case de cette Table, se trouvent à la qua- 
trième ligne, sont la somme des trois nombres supérieurs, et par conséquent 


Üs sont les coefficients de la quantité 


un 




rit. 


5C. Pour exécuter les calculs exposes dans l'art. 54, nous avons 


K’ ; V < - - ! — ;)’4 2 T r ' - % r = 9’9 2 ^/- 


Avec ces valeurs, et avec celles données à l'art 2G pour 
on obtient 
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1 <//>, 


1 dq , 

1 d r , 

I 


n eut i dt 


n co* i dt 

n eus 1 dt 


n co» « dt 



(«ü + i'g') 


(lu + i'ff') 

(i« +- i'g') 


Cos 

Sin 

Sin 

Co» 


Co» 

Sin 

Sin 

( lot 

O, O 

-+-o,o84a 



•4-0, 1.383 

0, 3 

U 

—0,029 

— o.oao 

« 

4-0, aa 3 

n j 

— o,a »*4 

I , O 

—0,007.3 

—0,048 

—0,280 

—0,198.“» 

1. 3 

4-0, o 3 a 

- 4 -o,o 34 

— 0, iai 

4-0, i jj 

• J , O 

—0,08a 

-4*0, o 3 o 

>N î 

-+-o,u<)8 

ï. 3 

— 0,016 

—0,01.4 

0,0.40 

— o,o 3 a 

3 , O 

-4-0,007 


— 0,C»a 1 

— 0,007 












—0,004 

4-0,016 


—0,046 






—3, 4 

-0,01a 

- 3 . I 

-4-0,001 

— 0,019 

4 -O, 0 u 3 

■4-0,0.40 

r a - » 

4-0,011 

—0,01 5 

t o,o 3 o 

4-0,087 1 

—a, i 

— 0,018 

- 4 - 0,011 

— o,o 38 

—0,088 

4 

— o,oof> 

— 0,00a 

—0,057 

— 0,1 U)' 

— i , i 

4-0,026 

1-0,041 

- 4 - 0,110 

4 - 0 , 0.36 

». 4 

—0,007 

4-0,01 3 

-t o,u 53 

+o.c»y. 

O. I 

-4-0,00.3 

— 0,0 10 

—0,148 

•+0,093 

1. 4 

-4-0,008 

—0,01a 

— 0,037* 

— 0,o5o 

! 1 , 1 

— 0,0a 1 

—0,014 

4-0,109 

— O.I.Jl 

ï. 4 

— o,oo 3 

-4-0,007 

-4 0,008 

4 - 0 , 018 , 

a, i 


-ro.oaü 

— O.OJ'I 

- 4 - 0 , 07(3 
—0,0(8 






3 , i 

— o,oo(i 

— 0,008 

4-0, oi 3 

-fl 

—0,004 

-4-0,006 

0.000 

— 0,01 1 

0,000 , 






— 3, 5 

4-0, 00a 

4 - 0 , 031 ) 

—0,00 , 

- 3 . u 

—0,006 

— o,oo 3 

— o.uaa 

4 - 0,002 

-i. 5 

—0,004 

— o,oo 3 

— 0,045 

4 - 0,01 ’> 

— a, a 

—0,070 

4-0,101 

—0,099 

-O.UJi 

-1, 5 

—0,00a 

-4-0,001 

4 - 0,047 

— 0,031 : 

— i, a 

-4-0,088 

—0,108 

4 - 0,353 

4-0, 5 a 6 

0, 5 

4-0, oo 5 

4-0,004 

— 0,0.34 

4-0,019' 

o, a 

-t-o,o38 

— o,o63 

- 0 . 43 g 

— o,Go5 

1 , 5 

—0,004 

— 0,00,3 

4-0,030 

—0,01 1 

* , a 

-0,079 

- 4 - 0 , 108 

4-0, a 5 i 

• 4 - 0 , 3ag 

1 , 5 

-+-o,oo3 

-4-0,001 

— 0,008 

4 - 0,004 

a, a 

- 4 - 0 , oay 
— o,oo3 


— 0, oca 

-0,079 

-+-0,008 






3, a 

-4-0,00.3 

4-0,009 

- 3 , r. 

- 4 - 0,001 

— o,oo3 

0,000 

4-0,013 






—a, (» 

— 0,001 

■4-0,001 

— 0,00 { 

—0,017 

-3, 3 

— o.oafi 

— 0,0» 16 

— 0,0 18 

-4-0,009 

— 1» r» 

0,000 

4 - 0 , oua 

4 - 0 , oo5 

4 - 0,016 

—■J, 3 

+ 0,0 JS 

•4-o,o3:> 

4 - 0 , 1G6 

— 0,081 

0 . G 

4-0,001 

— 0 , 00 a 

— o,oo5 

—0,01 1 

-i. 3 

—0,009 

— o,o3o 

— o,a56 

4-0,188 

1, 6 

—0,001 

4-0,001 

4-0,003 

4 - 0 , o» .6 ! 


On termine ainsi le développement des différentielles. 


§ IV. — Intégration des différentielles du paragraphe précédent, 

S7. Les fonctions à intégrer ont toutes, ou la forme 

(sin | . , , . . 

n ’ >[m 4- i A' 4- Ai du. 

( ros ) 

ou Lien 

""jco'sj 1 '" + , '° ’ + *)'*> 
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où a et A sont indépendants de u et de t. Je montrerai d'abord comment on 
peut ramener l’intégrale de la seconde forme à celle de la première , puis je 
donnerai l'intcgralc générale de celle-là , et j’appliquerai ensuite cette expres- 
sion générale au développement du paragraphe précédent. 

38. Comme on a 

ndt — ( i — k cos //) du , 

on obtient aussitôt 

na f sin (iu i'g'+ A} dt = af sin (iu -t- i'g' -4- A) du 

— j caj sin [(/ -+•■ i)« ■+■ i'g' - 1- A]du — jea _/sin [(/' — i)u-\-i'g’ -¥ A\du, 

na J cos [iu -f- i'g' -h A)dl = a J" cos (iu -f- i'g'-t- A) du 

— ~ea J cos[(i -+- 1 )« -H i’g 1 -t- A ]</« — -Jea J cos [(/ — i ) u -t- i'g' -t-_A] du . 

Il y a encore une autre manière qui, dans l’application , conduit à un calcul 
plus simple; on l'obtient par l'intégration par partie de l’expression donnée, 
on a 

g" r= n't -4- c'. 


étant une constante ; on arrive ainsi , de la manière que nous venons d'indi- 
quer, à 



iu i'g' - 4 - A) dt — — — cos (iu -t- i 'g 1 -4- A) 


ia 

i'v 



iu 4- i'g 1 -4- A) du, 


où l'on a fait 


na I cos [iu -t- i'gf -I- A)dt — sin (fa + i'g'-h A) 

— ~ Jcos(fa -h i'g’-h K) du. 


On est, comme on voit, de cette seconde manière, dispense de multiplier 
par (t — c cos u). Mais cette méthode n'est pas applicable lorsque /' =o, 
auquel cas il faut par conséquent employer la première. Celle-ci donne alors 



a . n 

cos [iu -+- A) H- 7 1 

t 1 ' t 


-i- i 


cos[(t -t- i) u - 4 - A] 


-4- 



cos’[(< — i) u -+- A], 



iu -4- A) ilt — 


- sin (iu -4- A) — 


-4- i 


sin [(f -4- t ) « -4- AJ 



sin [(< — i) u -4- A], 
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où l'on trouve encore les cas d’exception , lorsque i = o, t = i ou bien 
t = — i . Mais alors on a : 

( t ) Lorsque i =r o , 

na J sin A dt = ant sin A , 
na f ros Adt = an t cos A ; 

(2) Lorsque 1 = 1, 

na J sin (u -f- A) dt = — a cos (u 4 - A) 4 - 7 en cos (2« -t- A) — 7 en « sin A , 
na J cos (« -4- A) dt = a sin [u -4- A) — 7 ra sin (2« - 4 - A) — 7 ca u cos A , 

ou bien, en éliminant u au moyen tic "équation u = nt + c sin u , 

na f sin (u -t- A) rit = — ÿeant sin A — 7 t'a cos ( — u -4- A) 

— a ( 1 — je’) cos (u - 4 - A) 4 - 7 ca cos (lu -4- A) , 
na J cos (« -4- A )dt = — ~eantcm\ - 4 - 7 c'a sin { — « 4 - A) 

-4- a ( 1 — 7 e’) sin (u + A) — 7 en sin (tu 4- A) ; 

ces expressions, lorsque A = o, deviennent 

na J sin u.r/t ~ — a cos n + jea cos 2« , 
na f cos u.tlt — — 7 eau 4- a sin u — 7 ea sin 2« 

= — j eant 4- a(i — je 1 ) sin u — \ea sin 2 u. 

L’intégrale relative au troisième cas, i — — 1, revient à celle du second 
cas lorsqu’on y écrit — A au lieu de A. 

39 . Avant de procéder à la détermination de l'intégrale de la première 
forme exposée à l'art. 37 , je remarque que le cas où i ' = o ne fait naître 
aucune difficulté ; en effet , nous avons alors , d’après les règles connues , 

a J sin (r« 4 - A )du= — -cos (/« 4 - A), 

a feo%(iu 4 - A)d«— -sin (iu 4 - A), 

avec cette exception que pour i = o, on aura 

a / sin A rlu = au sin A 

= ant 3 in A 4 - j ta cos ( — « 4 - A) — je» cos (« 4 - A), 
a 7 cos A du — au cos A 

— ant cos A 4- 7 < a sin ( — « 4 - A) 4 - 7 en sin (« 4 - A). 
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40. Il nous reste maintenant à déterminer l'intégrale de la forme coin- 
plète 

jusqu’ici elle n'a été donnée nulle part, parce que cette forme ne s'est pas en- 
core rencontrée. On reconnaît facilement que cette intégrale ne peut pas avoir 
une autre forme que la suivante : 

I fl/cos (iu -t- i ’g'-h A)du = sin(/« + A) 

H- sin [(/ 1 ) u -hi'g ' 4- A ] 4 - <ta[_ H siu[(/-t- a) u -1- i' g ' -t- A] -f- etc. 

sin[(i — i ) u -+- i'g'- (- AJ -i- aaj_,sin [(/ — i)u -+- ïg' + AJ -h etc., 

dans laquelle les quantités désignées par a sont des facteurs constants. Difié- 
rentiant cette expression, et ayant égard aux équations 


ilt = • ( i — ecos u)<lu i 


on obtient l’équation suivante : 

cos(/« A) = {>)(/+/*) — — ai‘_ i j cos(/«H-i "g'-t- A) 


-K 

-(/ + . + / 

v)«; +1 +).*;_,! 

— ÎXa 

{ t-bl 

— (i-h2+t 


— etc. 



— ’Aa. 

— (< — i-t-i 


—N_, 

— (/ — 2-t-f 


— etc., 




où l’on a fait, pour abréger, 


/ ~ t:i v. 
2 


Comme l'équation précédente doit être identique, on en conclut 

f 1 = ('+«'»)*; — , 

lo = Xa; — (i-»-i-t-i'v)a{ +i -f-ia;' 

(A) | o=).a; +i — (/-t-a+f'vja;^ ,-l-Xa; 

etc. 


1-4- J* 


€>=Aa 
O = /* 
O ~ >.X 


— (/— 1 4-<'v)a'_ i 4-Aa; 
— ( • — 2-M '>) 3t; ,-t-Àa 

. , — [i — 3 ■+*/») x’ -i-'/.u 

etc. 
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41 . Les équations que nous venons de trouver, peuvent s’exprimer en 
fractions continues très-convergentes, et être ainsi résolues d’une manière 
commode. Les équations à gauche , à partir de la seconde, donnent en effet , 
au moyen d’une légère transformation , 


(B) 


d'où l’on tire 


1 *.+1 1 

a 

i+l+i'» 

_ V. 


a 

4 

a 

»-+-i 


I 


! e, ‘ + ‘ 

i -h — M'v 

i 


A 

V. 

!k_ 

1 


a 

1 r-4-f 

/ n-3-f-i'v 

_v> 

\ 

À 

etc. 

4 

a 

*-4-3 


I 

/ -+- i -+- / ' * i 

* I -(- 2-4- <' » i 

À f-t-3-t-i'» 1 

\ <-t-4-4-i'v 

>. 


etc. 


De même, dans les équations (A) de l’article précédent, le système de celles 
qui sont à droite donne 


a’ 



i — l-l- /'* i 

* i — 2-4- ('» t 

>. t — 3 -4- 1 1 I 

i <-4+V'> 

A 


— etc. 


On voit facilement que ces fractions continues convergent toujours. Si l’on 
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développe la première d’entre elles jusqu’au terme qui contient i + /■ + i' », 
se-s deux derniers termes sont les suivants : 


/-+- A — i-M' 




On peut toujours choisir A de telle manière que le dernier de ces ternies soit 
insensible , d’où il suit que la somme de tous les termes suivants doit aussi être 
insensible : car les quantités 

i -+- /' v, l+i + /'*, , etc., i -+- k ■+■ i'», etc. , 

lorsqu’on développe suffisamment, deviennent nécessairement positives, et 
commencent , à partir de là , à croître jusqu'à l'infini. On peut donc toujours 
I -f- k -f- 1 ' v 


prendre k tel, que 
séqueDt 7 


soit un nombre très-yrand et que par con - 


, soit insensible. Si, en même temps, -- ’ 1 — est une petite 

i -»-/ -H i v u 

.+t 


fraction , alors - 


r' + A- 1- ‘ 

X 


sera pareillement insensible, et dans 


l’application, la fraction continue s’arrêtera à ce terme. Il est facile de faire voir 

que cette supposition, relativement à la relation > satisfait aux équa- 

“;+J 

lions primitives. Reprenons, dans l’article précédent, les équations d’où nous 
avons déduit nos fractions continues, à partir de la A"', et mcttons-les sous la 
forme suivante : 


i — 1~ k — t ' 


i + t + l + i'» 


P‘- 


= Pt+, -+- -, 


i + k+ 2 + r-j I 

— y— 
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où l’onaccrit on général f>» pour ■ -* — ; on rcconnaîtsur-le-cliampque lorsque 

V* 

/ "f* /' — i — / v , , , r , , 

: est un grand nombre , on satisuut a ces équations en supposant 

que pi-., Si , pi + i, etc. sont de petites fractions. Nous pouvons donc, dans la 
pratique, pour calculer la première fraction continue ci-dessus, en supposant 
X suffisamment grand, faire |3j = o. 

Le même cas se présente dans l’autre fraction continue, caries quantités 

» — 14-/'», / — 2 4 , etc., / — X'4-/'v, etc., 

à partir de la plus petite d’entre elles, croîtront toujours avec le signe négatif 
jusqu’ù l’infini. 

42. Dans la première fraction continue citée dans l’article précédent, 
écrivons r 4 - X à la place de i , alors elle se change en la suivante : 


.+» 

a 

l+l *-| 


/4-X-4- i 4-/'* 




— etc. 


Convertissons en fractions continues les équations (B) de l’article précédent; 
en négligeant les X premières, nous aurons 


.+1+1 


i 4- X 4- l 4-<‘v 


/4-X4-24-/' 


etc. 


Il s'ensuit que 


.+< i 

'(4-1+1 'ifl+l . 

~+»‘ = ï > 
a a 

14-1 l+l 


<li* la menu* manière, on voit que 


i—A / 

a — *-« 
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Ces équations montrent que le rapport, entre deux facteurs d'intégration 
consécutifs, est indépendant des indices supérieurs. Mais les fractions continues 
dont proviennent ces équations, font voir, en meme temps, que la valeur de 
ce rapport change selon que l’indice inférieur croît ou diminue. Soit 
maintenant 


Pi 2 


à J+lrr» 


/ 4- 3 4- /' 


etc. 


(A) 


f-M » i 

À i — H- i' v 


i — a+r 


/ — 3-)-/'v 


Lorsque />, et 7 , ont été calculés pour toutes les valeurs de l’indice i, or. arrive à 

64 ~~ ' P 1 • / ? M-J • • • /'n i i 

“!-» = • '!-< ■ '/<-’■ • • 

et lorsqu'on connaît ainsi pt,'/,, et oj , alors on obtient tous les autres facteurs 

d'intégration à l'aide des équations précédentes. Les facteurs d’intégration qui 
ont le même indice supérieur et inférieur s’obtiennent, après avoir calcule 
et r/i au moyen des équations (A) qui précèdent, par lequation suivante : 



(C) 


I 

' -I- i' v — 4- 7,_i j 


qui n’est autre chose qu'une transformation de la première équation (A) de 
l'art. 40. 

Par ce qui précède on arrive en même temps à l’intégration de la quantité 
a sin (/'« » 'g' 4- A) du. 


car lorsque dans l'intégrale (X), qui se trouve à droite dans l’art. 40, on 
change le sinus en cosinus, si l’on change] en meme temps les signes 
algébriques, on retombe alors sur les mêmes facteurs d'intégration que l'on 
vient de développer dans ce qui précède. 
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45. La méthode que l’on vient de développer, relativement au calcul des 
facteurs d’intégration, est surtout avantageuse dans la pratique quand X est 
petit , car alors les fractions continues (A) convergent trcs-rapidement dès les 
premiers termes. Mais lorsque X est un nombre un peu grand, l'emploi de 
ces fractions continues devient très-pénible, parce qu'alors la convergence ne 
commence à avoir lieu que pour une valeur assez considérable de t + / ; et 
par conséquent , pour arriver à une valeur suffisamment exacte de /•>, et de r/,, 
il faut calculer un très-grand nombre de tenues. Mais il y a une autre méthode 
qui se prête avantageusement au calcul de ces facteurs d'intégration , 
précisément dans le cas où X est un grand nombre; je vais maintenant la mettre 
en regard de la première. 

. Soient y et .r deux quantité-s qui dépendent l’une de l’autre de la manière 
suivante : 



Si l’on multiplie cette équation successivement par a, -< — -, etc., et si 
l’on ajoute les produits, on obtient 

. 11 " + - + ^+ etc. ) = \ [az,*„ -I- -t- ra.v.*! -+- etc. J •r*. 

f.a différentielle de l'équation proposée t*st 


dy 

fii 





Fin la traitant de la même manière, on arrive à 

< ! r L* 


* 

— y [/i' /»*,>, -t- // « -t- 1 )*■+«-■ + c' (fl -*- 2 )z, + ,+, -t- etc.] .r" 


On obtiendrait des équations semblables pour des différentielles plus élevées, 
de même que pour d’autres combinaisons de différents genres, mais je m’en 
liens à celles-ci , parce qu’elles suffisent pour le but que je me propose. 

44. Revenons aux équations (A) de l’art. 40, et représentons-les par une 
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équation générale, nous aurons 


(/ + n -H + i'v) — *«; + , — ^; Wl = o , 


et par exception — i lorsijue n — — i . 

Comparons cette équation avec les «leux équations auxquelles on est arrivé 
dans l'article précédent; si l'on y donne aux coefficients désignés par , etc. 
la même signification que nous avons attribuée respectivement à a'^, etc., 

alors on a 





Par la manière dont on a déduit cette équation différentielle linéaire du 
premier ordre, on voit que si on l'intègre, et si on développe l’intégrale en 
une série infinie ordonnée d'après les puissances entières de x, pour chaque 
valeur «le l'exposant «, le coefficient de x" sera égal au facteur d’intégration 
et par conséquent ce dernier s'obtiendra par l’intégration de cette 

équation. 


48. On peut exprimer de différentes manières les facteurs d'intégration , 
au moyen de cette même équation différentielle linéaire développée. Posons 


x -t- 


t 

- = 2 COS Z , 
X 


on en tirera, entre autres conséquences, 


x = 2 p sin r, rlx = pxrtz, 


où l’on a écrit p pour ^ — i. En substituant ces expressions, l'équation diffé- 
rentielle trouvée dans l'article précédent devient 

’tr . . , 

— -t-yp(» — a>.cos*) = p. 


où , pour abréger, on a mis w pour i -4- i'v. L’intégrale de cette équation est 


— pfwr — a/Mns) /* pl’At — j/5in z\ 
y — c I e ?‘‘ z 


- 4 -const., 


c étant la base des logarithmes hyperboliques. L’intégration par partie donne 
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en général 

, I o {(«*+&)/— 'I'a siric) 

c ùttz = ; — 7 c 

6 » -f~ X 

.f. _jl_ r r .c— rfz 

w -h k J 

^ /* »}«— aÀsins) . 

- h «-^iJ r f ,h - 

Posons maintenant, pour abréger, 

*— 3/ «in ej 

c 


J pdz = ?('<> + X) , 


/s[(w »in«] 


— F(w+ X); 


on arrive ainsi, par suite de l’équation précédente, en mettant successive- 
ment pour X- tous les nombres entiers , aux équations suivantes : 

y (w) = - F (w) ~ l)-f- - y (w — i), 


(A) { 


? (« 4- l) = — - - F(w 4- l) 4- — — - f (m 4- a) 4- — — , (»). 

6 » " 7 “ I W I O» —f— I 

o (*> 4- 2) = F (m 4- 2) 4 — }(b + 3)4 1(»4- 1 ), 

fit -4- 2 b) 4~ 2 &) 4~ 2 


etc., 


etc.. 


s(u — 1 )= • — - — F (w — 1)4 TP(m) 4 ? (« — 2 ), 

T ' u — I w — I U — l 


?(» — 2)= - F U — 2) H ,(w — 1)4 ~ <j>( 

w 2 • W — 2 w — 2 


3). 


etc., 


etc. 


Ces équations donnent, par des substitutions successives. 


<p (*>) = ' F (») 4 F (w 4- 1 ) 4- — — — F (m — 1 ) 

1 ' ' (O &>.« J-f-I w — I .w 

X 1 2X 1 V* 

4 O (w -4- 2) H 9 (w) H 9 (w — 2) , 

6) , ü-f- 1 c»>— I . w— H I w— I . w 
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<p (w) = - F (w) ; — F (w -+- I ) H F (6* — I ) 

6» w — 1 .(U 


w.w-f- I ,6>+2 

V 

w.w+ 1 .w-f-2 

3a> 


F (m-4-aj-t- 


2V 


y f«— 1-3) -F 


w — I .w.w-F I 

3V 


F(u)-H 


w— 1 .w.u-f -2 

V 


— ÿ w — i ) H 

w — 2 .tu. u» + I « — 2 . 6» — I .u 


6» Î.M*- 1 .W 

<f (m -F I ) 

?{“— 3), 


F («— 2) 


9 («) ~ — F («} H F (w -F i ) -F F (w — i ) 

(U 6».6»-+I • U I .U 

À’ 2V \ 7 

-f- ; — F (w-f- z)H — F (w)-f“ — ■ F (w — 2) 

o».w-+- I .6> + 2 6» — I.w.w-f-i 6» — 2.6» — 1.&) 

+ “ j F (ft» -f- 3) -f- ; — F(b» + |) 


3V 


U — 2 . w — I .w.u-H I 

v 


F(k — 1 ) -F 


• — 3. u — a .w — 1 . » 

4 X ‘ 


F (a — 3) 


W . W— f- I .M'f'2 

6V 


w — 2.6) — I ,6»+I .w-t-2 

4V 


— ? (» -+- 4) “* ; — , * ? ( w ■+“ -•) 

. U-f-J W 1.6» .W-f - I • &>+3 

?(«) 


w — 3.w — I .m.w-F I 


f (91 — 2 ) -t- 


W 3. U 2 .&) I .6} 


- f (w — 4) ; 


ainsi de suite, la loi de la série est évidente. Si nous comparons la significa- 
tion des notations y (m) et F' (w) avec la valeur de r donnée plus haut, il en 
résulte que le coefficient de F (u -F k ) , dans l’expression de y , est égal au 
facteur d’intégration «‘ i+i< . L’expression trouvée plus haut pour y ( 01 ) , si l’on 
y remplace les coefficients binômes qui s’y trouvent par leur expression gé- 
nérale , donne 

2 4.3 

- V 2 -^ V 


a' = — F 


6) U I .W.W-H 61— 2 . 6»— I .6) . 6»+ 1 . 6»+2 


6,5.4. a . 

I .2.3 

*» 3.6» 2.61 I .61.61+1 .6>+2.6) + 3 


+ etc., 


5.4 


— : .--f 


6».6>+I 6>— I -6».6»+ I ,r.»+2 6» 2.6»— I .6».6»+ I ,6) + 2.6»+3 


+etr., 
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i v 


.«4-2 w — l . o» . o*+ I , oj+ 2 . oi+3 

6.5.. 


u — 2.0» — I .oj.o> + i.o»+2.o* + 3.oi + 4 
elc., etc., 


/ -t-clc.. 


3 


5.4 

— * ï» 


+ 


u — I . oi w — 2 . 01 — I .o».o»+ I eu — 3.01 — 2.oi — I. oi.oi+l. oi-t-2 

*v 


-M'tr., 


' * 6> 2 . 6» 1.01 O) 3.61 2 . 6) l.b>.6J-t-l 

ü ' 5 ->* 

I . 2 

-f- — / -, 

6) j . 61— J ,6>— 2 .01 I . 01.61 -f- I .61-+- 2 

etc., etc. 


-etc., 


Ces sériés suivent, comme on voit, une loi très-simple, et convergent pour 
chaque valeur de >; mais, lorsque à est très-grand , il faut calculer un très- 
grand nombre de termes. Elles ne sont donc pas propres à l'application 
pour ce cas-là ; mais elles font connaître immédiatement une propriété 
importante du facteur d’intégration, et cette circonstance, jointe à la forme 
régulière qu’elles présentent, m’a engagé à en donner ici le développement. 
D’après les expressions qui précèdent, on reconnaît immédiatement que, 
lorsque les mouvements moyens de la comète et de la planète sont commun - 
su râbles, c’est-à-dire lorsque, pour certaines valeurs de / et de/', on a 

i -f- f'v = ù» =r o , * 

alors ces valeurs de / et de /' donnent les facteurs d’intégration corres- 
pondants infiniment grands. On voit par là que, dans ce cas, l’intégration 
doit être dirigée d’une autre manière; le changement qu’il faut alors 
introduire dans la méthode d’intégration peut facilement se conclure des 
équations dont nous sommes partis; mais j’en renverrai l’exposition à une 
autre occasion. 

Les expressions précédentes du facteur d’intégration font aussi reconnaître 
que, lorsque les moy ens mouvements de la comète et de la planète nr sont 
pas cnmmrnsurables , aucun facteur d'intégration ne devient infiniment grand. 
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C’est là un point important pour le problème qui nous occupe, car la possi- 
bilité de la solution que nous donnons ici en dépend. 

4G. Si nous intégrons l’équation différentielle de l’art. 44 sans introduire 
une autre quantité pour x, nous aurons 

-■* (*— ') 

c ' x * dx -f- const., 
où , comme plus haut, on a mis e* pour # -h i\. Les deux séries 



= 1 4- Àx ~ 

2 2.3 2.3.4 


à 4 x' 4* etc., 


2 x 1 2.3 x 3 2 . 3.4 


etc. 


donnent sans peine 


f 


(B) 


où (*) 


' *' = I I,x4 I.x* 4 -l’x 3 H- etc. 

X X À X 

-il _î I _i l , 

— I , - -i- 1 . — — I. — ±etc., 
>x /jr 1 >x' 

‘ l ( x 'Li!-i!i+iy-iv 


etc. 

/ 

,,t ’ 

ix ij-’ >x' 


= 1 — X’ 4- - V 

=r. X'tfc etc., 

2> 

2 '. 3’ 

= X— -*>-+- -J 

-j -î— . V ± e(c. 

2 2’, 

.3 2». 3*. 4 


(C) 


2.3 2^.3. 4 ' 2 , .3 i .4*5 

I 


: A 3 


À 


x' 2.3 2 . 3.4 2 *. 3. 4-5 2 *. 3*. 4-5. 6 

etc., etc. 


a* dt etc. , 


(*) 11 faut remarquer que les nombres écrits en haut et à droite de la lettre 1 ne 
sont pas des exposants , mais des indices. 
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Substituons maintenant les séries (B) dans (A) , et exécutons les intégrations j 
nous aurons 

1 etc. + 1* x -* — I 1 x -1 — l' x-'-H j* + l! x) 

_ __ 1 A * * * A X ( 

^ | -t- i' x’ -+- I J x 1 -4-1* x'4- etc. 

v. i* r 

7 x‘ x’H 

w-t-q w-H 

r i j 

— — x-’-l ^-5 X" 1 -)- 

ra — 2 w — *J 

-+- const. 

On peut prouver que les coefficients des deux séries infinies, dont le pro- 
duit donne eette expression de/, sont toujours convergents. Si l’on multi- 
plie l’une par l’autre les deux sériés ( B) , le produit de gauche sera = 1 , et 
relui de droite donnera, entre autres, l’équation suivante 

1 = j ^I 1 j : j 2 (I’)’-t- etc. 

Cette équation montre d’abord que, quelque grande que soit la valeur de/, la 
transcendante I* ne sera jamais plus grande que 1 , et que les autres transcen- 
dantes ne seront jamais plus grandes que — . Elle fait voircncorequc les trans- 

V-'- 

rendantes I*, 1 1 , I etc., doivcntforinerunesérieconvergente; car, lorsque 

la somme d’un nombre infini de quantités positives est égale à une quantité 
finie (ici = 1 }, ces quantités doivent nécessairement devenir de plus en plus 
petites, jusqu’à se réduire à réro , c’est-à-dire former une série convergente, 
à moins qu'elles ne soient toutes infiniment petites; mais, sans aller plus loin, 
les séries (C) fontvoir immédiatement que les premières de ces transcendantes 
ne sont point infiniment petites tant que n'est pas infiniment grand. Il s’en- 
suit donc que ces transcendantes forment entre elles une sérié convergente 
tant que \ n’est pas infiniment grand (*). Il faut remarquer qu’il n’est pas 
nécessaire que la convergence commence précisément dès les premières de ces 
transcendantes; mais il peut arriver que, parmi les premières , les unes soient 


(*) Lorsque / est infiniment grand, toutes ces transcendantes sont, en effet, infiniment 
petites; mais dans ce cas, qui du reste ne peut jamais se présenter, les facteurs d'inté- 
gration deviendraient tous égaux à téro. 


l\ I. Iî 1 

, A A A 

r — f x" j 

« “T- 1 W W — I f 


-7 x~* -h etc. 

6i — q 
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plus grandes, les autres plus petites comparativement , et qu’ensuite la con- 
vergence commence seulement à avoir lieu. On démontre donc ainsi la con- 
vergence des coefficients des deux séries dont se compose y; la seconde con- 
verge encore à plus forte raison, parce que les diviseurs », »-f-i , etc., vont en 
croissant de part et d’autre à partir du plus petit. 

D’après l’expression précédente de/, on peut calculer sans peine les expres- 
sions analytiques de tous les facteurs d’intégration ; elle peut encore servir 
pour calculer immédiatement , dans chaque cas particulier, la valeur numé- 
rique des facteurs d’intégration. Après avoir calculé les valeurs numériques 
des transcendantes I*, I , etc., et après avoir effectué les divisions par », 

»-+-!, etc., on écrit, sur la partie supérieure d’une feuille de papier, les lo- 
garithmes des coefficients de l'un de ces facteurs , et ceux d’un autre facteur 
sur la partie inférieure d’une seconde feuille de papier, en suivant , pourles uns 
et les autres, l’ordre selon lequel ils se succèdent ici dans la formule; main- 
tenant, si l’on place ces deux feuilles l'une au-dessus de l’autre, dans chaque 
position , on aura, les uns au-dessus des antres , les logarithmes dont les som- 
mes sont les logarithmes des termes d'un seul et même facteur d’intégration. 
Kn déplaçant l’une des feuilles au-dessus de l’autre, et additionnant chaque 
fois les logarithmes qui se trouveront les uns au-dessous des autres, on aura 
ainsi successivement les termes de tous les facteurs d’intégration. 

Au reste, on peut encore employer cette expression dey- d’une autre ma- 
nière, en calculant d’après elle, seulement deux facteurs d'intégration pour 
chaque valeur que prend caron |>eut alors calculerions les autres au 
moyen des expressions finies des art. 40 et AI. L'expression ci-dessus de y 
donne sans peine 

in: 3i' i? si* r -rr 

A A AA t À "a a 

*+* (i> — h i ) (w — 7.) («-4-3) (» — 3)(w-f“4) 9 

IT 31' 1’ 51’ r -Cl* 

• * * A / ^ A A j 

(w — l)o> (fri — 2)(fc»-Hl) {« — 3 )(w-1-2) [w — 

Si , pour une certaine valeur déterminée de i que je désignerai par i , on 
calcule #| ctxj_ ( au moyen de ces expressions, en y substituant t -+-i'v pour», 
on pourra ainsi calculer a* à l'aide de la première destinations (A) de l’art. 40; 
c'est-à-dire 


*: = 


f- * 
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Il est clair qu’ici encore u doit être entendu pour i 4- i't. En effectuant le 
calcul , on arrive à 

fit . a 

«-+-I i— i 

* ^ 1 a* ** a* 

< i 

Les équations (B) de l’art. 41 donnent ensuite 


do meme, 


P, = 


P.-i 


P.^-i = 

/’.-r-î = 
etc ; 


7. — 


7,+, = 


etc., 

7, -s = 


7.-3 = 


I 


ft» 

1 

i-M 

u — I 
“ 

-p, 

etc., 


w-4- 1 

I 

X 

P,*-,' 


i 

A 

1 

p.+i 

tu 

î-7. 

1 

-i 

W-f- I 


A 

~7t 

0» 1 

, 

ï 

7.-,' 

tu — 2 

• 1 

). 

7.— a’ 


c'est-à-dire, en général, p, et (*). Si l'on calcule ces ex pressions , l’é- 


(*) D'après les propriétés connues des fractions continues, on peut aussi construire 
des formules qui , pour une valeur quelconque de i , donnent sur-le-champ p t par suite 
de p tt et de même ‘I t par suite de y,, sans l'intermédiaire des autres quantités ana- 
logues. 
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quation 

1 

* i — t'v — X( ,) 
donnera les autres facteurs d’intégration. 

47. Les calculs que nous venons d’expliquer sont faciles à exécuter quand 
on connaît les transcendantes I*, l’ , etc. Lorsque), est petit, on les calcu- 
lera facilement à l’aide des séries (C) de l’article précédent; mais, lorsque > 
est un grand nombre , cette méthode cesse d’être praticable , parce que 
ces séries divergent alors fortement dans les premiers termes. Dans tous les 
cas, le calcul de ces deux transcendantes est très-commode en construisant à 
l’avance une Table qui les contienne pour une série de valeurs de \ , et d’où 
l’on puisse les tirer, dans chaque cas particulier, par une interpolation. La 
Table I donnée plus bas, à la (in de ce Mémoire, contient les deux transcen- 
dantes 1* et I ' , depuis >=o jusqu’à ).= io; on peut donc les obtenir, entre 

ces limites, dans chaque cas particulier, par une simple interpolation. Ces 
deux transcendantes suffisent pour calculer, d’une manière très-simple , toutes 
les autres qui dépendent des mêmes valeurs de elles sont identiques avec 
celles que Bessel a désignées par I 4 * (*), pourvu que l’on écrive a) au lieu de 
k. Pour le faire voir, je pose ici, comme plus haut, 

i 

x -4- =2 cos s; 

x 

d’où il suit , comme on sait , 

i 

S' -h — = 2 COS 21, 

X* 

» .0 

X -4- — = 2 COS, 03, 

X* 

etc., 

1 

x — - = 76 sm z, 

T 1 

• I 

x' — — = 2 p sin 2 z, 

X 1 

1 • 3 

x — — = 2o sin âz, 

x> 1 

etc., 

(*) Voyez H F. 6 sel, Recherche de lu pat lie det perturbations planétaires qui provient du 
mouvement du Soleil, dans les Mémo ires de VAcadt'mie royale des Sciences de Berlin, an- 
née 1824 — t os mêmes transcendantes se rencontrent aussi dans les Mémoires sur la 
Chaleur, par Fouucn ' Théorie de la Chaleur, chap. VI). 
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où p = v/-i~- Substituons ces équations dans la première des séries (B) de 
l’art. 4«, on aura 

*_ j« _j_ 2 j' s ; n j 2 j* cos 2 J 4- 2 pl' sin 3s 4- etc. 

À * i- * * 


En appliquant un théorème connu à cette série , on obtient : 
Lorsque i est un nombre impair, 


(AJ 


p»; 


• =a r 

i Jo 


2 / a sin t . . , 

c sin /zna ; 


et lorsque i est un nombre pair. 


(«) 


■i =if” 


i . r. lin t . , 

e cos iz«s. 


Soit maintenant, dans le cas où i est impair, 

V = c ,/p,inr cosi t; 

il s’ensuit : 

dV = pie 3 ^ ,lD * [cos(i 4- i)s 4- cos (i — — ic 1 ^ “°* sin rïrf*. 

Mais lorsque i est impair, i 4- i et « — i sont pairs , pour celte raison , et 
parce que fdV = o entre les limites o et air , les équations précédentes 
donnent 

«“MC-n-";- 


Soit ensuite, quand i est pair, 

y — c 2 iptini s in/;, 

et, par conséquent , 

dV — olc V 1 •*"* [sin (i 4- i)ï 4- sin (i — i)z]dz 4- ic' 1 ?'*" 1 * cosizdz; 
cette expression donne, de la même manière que plus liant, 



Cette dernière équation est la même que celle que nous avons trouvée dans 
la supposition que i serait impair. Elle a donc lieu entre trois quelconques 
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de ces transcendantes , et elle est identique avec celle donnée par Bessel, dans 
le Mémoire cité plus haut. 

L'équation (0) ci-dessus, lorsqu’on y fait ir o, donne 
I*= — I cW in ‘dz, 

J J o 

ou bien en introduisant, au lieu des exponentielles imaginaires, leurs expres- 
sions en fonction de sinus et de cosinus, 


i* =— r ( « 

> 2lr Jo 


cos (2I sin s) -(- p sin (2) sins) \dz ; 


niais on trouve facilement 


sin (2* sin 2) riz = o : 

ainsi 

i" = — 1 cos (2)1 sin z)dz, 

> **Jo' 

qui est l’expression connue pour cette transcendante, lorsqu’on substitue X 
à la place de 2\. On ramènerait de la même manière l’équation (A) à la forme 

connue de la transcendante I 1 . 

i 

48. M. Kessel a donné , dans son Mémoire cité plus haut, une Table pour les 

deux transcendantes I” et I 1 qui s’étend jusqu’à X — 3,2, c'est-à-dire jus— 

À À 

qu’à X = 1,6. Mais comme ce développement ne suffirait pas pour le but que 
nous nous proposons, j’ai calculé la Table dont il est question dans l’article 
précédent, comme une continuation de celle de M. Bessel , et je l’ai poussée 
jusqu’à X = 10, c’est-à-dire jusqu’à X- = 20. On prévoit qu’il peut se présenter 
des cas où X dépasse la valeur 10, mais ces cas seront rares; seulement on 
ne pourrait pas dès maintenant déterminer la limite des plus grandes valeurs 
de X qui puissent se présenter. En tout cas, je vais donner un moyen de faire 
servir cette Table limitée, au calcul numérique de la transcendante en ques- 
tion, quelle que soit la valeur de X. Ce moyen consiste dans la duplication de 
cette transcendante. Si dans la première série (B) de l’art. 46 on écrit 2'/ 
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au lieu de Â, un obtient 

e \ x > :=!* 4- l'ï + lV 4- I 


a> a; 


x 1 4- etc. 


— I' i 4-r n — I* *2±elc. 

ai * ai ** ai 


Si l'on élève au carré cette même série (B), on aura 

ai (a - 

c \ z '= fl'V+ al* I' X 4- al'.r X’ 


C'j'-’'?; 

— al'I' - 4- al 


* I* 

i i-T* 


-4- de. 
-+- etc. 


4- ^cy*>4- aC 1’ ** 4- etc. 

— a/l' V 4- al‘ I’ - ZÇ etc- 
\ ;/ i i* 


■ etc. 


En comparant cette expression avec la précédente, on aura, pour la dupli- 
cation de la transcendante , les séries suivantes : 


(O 


1 ‘ = 2 i" l' — al' I’ 4 i l'l’ — ai’ l‘ ± etc.; 

ai ii i i ii ii 


ainsi de suite. Au moyen de l'équation 

obtenue à l’art. 40, on peut simplifier la première de ces deux séries, et la 
ramener à volonté l’une ou à l’autre des deux formes suivantes : 


J° = 
ai 




On peut en général, d’une manière analogue, opérer la multiplication et la 
division de ces transcendantes au moyen des séries (B); mais, pour des 
nombres plus grands que 2 , les séries deviennent très-compliquees. Mainte- 
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nant , si l’on veut calculer celle transcendante pour une certaine valeur de X, 
qui dépasse les limites de la Table, et que je désignerai par on peut tou- 

V 

jours trouver un nombre entier m tel que — soit compris entre les limites 
de la Table. Avec la valeur 




V 



on peut tirer de la Table , par une interpolation, les transcendantes 1 * et I ' , 

et calculer toutes celles qui dépendent de cette valeur de A au moyen de l’é- 
quation de condition donnée à l'article piécédent. Cela fait , les équations (I) 
développées ci-dessus, en les appliquant m fois, donneront les transcendantes 

cherchées 1“ et l 1 . 

y y 

Lorsque l’on a une fois , dans un cas particulier, tiré de la Table I les trans- 
cendantes I ' et I 1 , la relation trouvée plus haut entre trois quelconques 

à À 

d’entre elles donnera 



etc., 


et , en général , 



Mais, si eu appliquant ces équations on poursuit jusqu’à ce qu’on arrive A 
<]>X, alors l'exactitude avec laquelle on peut calculer les transcendantes 
suivantes au moyen de celles-ci , va en diminuant , et les erreurs qui affectent 
le dernier chiffre décimal des deux premières transcendantes augmentent 
tellement, qu’à la fin les premiers chilfres eux-mêmes deviennent inexacts. 
C'est ce qui arrive en particulier lorsque la transcendante est devenue si pe- 
tite qu’elle a à sa gauche un nombre de zéros égal à la moitié du nombre des 
décimales avec lesquelles on a commencé le calcul; par exemple, avec les 

valeurs de l" et X' de la Table I relatives à X=4 > ‘l u ‘ 50111 données à 6 déci- 

X X 

males, et de l’exactitude desquelles je puis répondre jusqu’à une unité de la 
dernière décimale, si l’on calcule les transcendantes suivantes, qui dépendent 
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de la même valeur de À, on arrivera, entre autres, à 
l' 1 = + 0,000181, 

tandis que la vraie valeur est 

l"=+ 0 , 0002 g 3 . 

Pour remédier à cet inconvénient , il y a deux moyens : le premier consiste- 
rait à calculer la Table pour 1 ° et l ' avec un nombre de décimales au moins 
r i i 

double de celui que l’on regarde comme necessaire pour l'application suivante ; 
pour le second moyen, il faudrait calculer une seconde Table qui donnât 
deux autres transcendantes relatives à une valeur plus grande de l’indice ». 
Comme le premier moyen entraîne à un travail beaucoup plus consi- 
dérable , soit pour le calcul de la Table elle-même, soit pour son emploi ulté- 
rieur, j’ai préféré le second ; j’ai donc ajouté la Table II , qui contient les 
transcendantes relatives à de plus grands indices, qui sont indiques dans les 
titres. 

PouremployerconcurremmentcesdeuxTables, ilsuffitdecalculer,aumoyen 
de la seconde, les transcendantes avec des indices f de plus en plus petits, jus- 
qu’à ce que leurs valeurs s'accordent avec celles qu’on a obtenues au moyen de 
la première Table ; alors on pourra continuer le calcul avec la seconde Table. 
Par exemple, pour à = 4 , 


* 

Par la Table I. 

Par la Table II. 

DilFér. 

r 

4 

= 

■+. 0,000181 

H- 0 , 000293 

-f- 0 , 000 r 1 2 

1" 

= 

0 , 000984 

0,001019 

4 - o,oooo 35 

1" 

= 

0,003262 

0,003275 

4 - 0,00001 3 

1." 

— 

0,00961g 

0 , 009624 

4 - o,ooooo 5 

^4 

= 

0,025594 

0,025596 

4- 0,000002 

1" 

= 

0,060766 

0,060766 

0 , 000000 


Dans ce cas , on ne peut donc calculer les transcendantes au moyen de 
la première Table que jusqu’à l" , lorsqu’on veut les avoir exactes jusqu'aux 

derniers chiffres décimaux. Dans beaucoup de cas, du reste, sur les six chiffres 
décimaux que donne la Table I , les trois derniers sont superflus pour la pra- 
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tique, et l'on peut alors, sans recourir à la Table II, calculer toutes les 

transcendantes dont on a besoin avec une exactitude suffisante en partant 

de l’ et de 1 1 . 

) i 

49. Dans l’article précédent , j’ai montré comment on peut calculer les 
transcendantes 1 ‘ jtour des valeurs de * qui dépassent les limites de la Table , 

en se servant des transcendantes qu’elle contient ; mais cette méthode cesse 
d’étre commodément applicable lorsque l'exposant m n'est pas un nombre 
très-petit. Je vais donc développer des expressions au moyen desquelles on 
pourra calculer directement I ’ , lorsque X dépasse les limites de la Table , ou 
en général lorsqu'il est très-grand. J'obtiens ces expressions en développant 
la transcendante l" en une série ordonnée d'après les puissances décrois- 
santes de X. Les équations (A) et (©) de l’art. 47 donnent 


1 ”=- C* c li <‘'" ,c dz, 

* J a 

»1' = — I c aXp*i"* sffi ztk, 

‘ X Jo 

i 

I’=— r»Xf 

X o 


'?‘ ,n -ros3ir/:. 


Kn différentiant la première de ces équations, nous aurons 

rfl* 

à 

~7iï 


I Ç 

-i= f Ç sinarfï = - al 1 , 

* J O x 


rf’I* , en , . 

—i=_- / e aXp».n * (i — cosaz) rfs = al’ — al*, 

</X a n J 0 À À 

qui, avec l f équation de condition 

T 1 * -I ,0 

I — - 1 -+■ I. = O, 

À XX j. 

donneront l’équation différentielle linéaire du second ordre qui suit: 
rf»l* rfl* 

(■) tt + + il‘= o. 


il).’ 


<n 
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Supposons maintenant que X soit un grand nombre; alors le terme 
dl' 

~ -jT- est très-petit, et nous pourrons le négliger dans une première ap- 
proximation. Nous aurons donc provisoirement à intégrer l'équation 


dV 


-t- 41. = o, 


dont l’intégrale est, comme on sait, 


I* = / cos aX -+- k' sin aX, 


h et k' étant les constantes à ajouter à l'intégrale. On peut considérer cette 
expression de 1 * comme une valeur approchée de cette trancendante lors- 
que X est un grand nombre. Substituons-la dans l’équation (i), et consi- 
dérons k et k' comme des quantités variables dans les différentiations qu’il 
faudra effectuer. Comme il doit en résulter une équation identique, il s'en- 
suit que les coefficients de sin aX et de cos aX doivent être, chacun en par- 
ticulier, égaux à zéro ; on aura ainsi 

d’k I dk ,dk' a k 

îï : + ïifî + tTk + T 

d'k' i dk' _ dk _ a k 

rfX’ + XrfX“ 4 rfX X 

Posons maintenant 



X* 

k’=t 


X«a-, 


' X« + ‘ X*+* 


etc. , 


etc. 


Substituons, dans les équations précédentes, les valeurs de k et de k', dans 
lesquelles a , a, , . . . , 0, 0, , . . . sont des constantes , et alors les termes mul- 
tipliés par les différentes puissances de X donneront les équations suivantes : 


30 — 

n’a — (4a 4- a) 0, = o , 
(a -I- l)’a, — (4a -+- 6)0, = o, 
(a 4- a)’ a, — (4 a +io)0, = o, 
etc. , 


a a — 4na — o ; 

n’ 0 4- (4a 4- a) a, = o ; 
(a 4- t)’ 0, 4- (4« 4- 6) a, = o ; 
la 4- a)’ 0,4- (4« 4-io)a, = o ; 
etc. 
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La première équation «le chacun de ces groupes donne a ~ , et par 
conséquent les suivantes deviennent 


4 “ “ 4P. 

= 0 , 

+ 4*, = »i 

!«.- 8 p. 

= ». 

| p, -+- 8 *, = 0 ; 

25 


25 

— K, — I 2 p, 

4 

= ». 

^-p, + T 2 «, = 0 ; 

- « 6 p. 

= 0 , 

^P, -t-i 6 a, = oj 

81 


81 

T «.- 2 0 Pi 

= 0 , 

^-P, - 1 - 20 *, = O; 

etc. , 


etc. 


On peut continuer celles-ci aussi loin que l’on voudra , la loi de la série est 
évidente ; on conclut de ces équations 


l 

76 

9 

5l2 

75 


P» 


’ 8,92 

3675 

574288 *’ 

„ _ 297675 B 

1_ 4 i 943 o 4 o P ’ 

etc. , 


P.= 


78 * ! 

P’=- 577 

?,==- 877^7 a; 

J6 7 5 
— + 524288 
297675 


P> = + 


4 1 943«4o ’ 


etc., 


a et p restant quelconques. Nous obtenons ainsi : 


r= 


JL 

9 °L_ 

, 5 p 36 7 5 * 

29767 5 p 

16V* 

5 1 ai ' 

~T~ .1 t ~ 

81921' 52428801’ 

4i J 3 o 4 o 0 ’ 

a 

9 _P_ 

7 5 * i 36 7 5 p 

297675* . 

i6i’ 

5 | 20 i" 

2. 1 », 

8i92>* 524288V 

t~ , , . 

4 1 94304 oOi * 


r:T eU '-> 


Substituons ces expressions dans celle que nous avons trouvée plus haut 
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et cette expression, à cause des deux constantes arbitraires c et c' qu'elle 
contient , sera l’intégrale complète de l’équation (i). Plus X sera grand , plus 
le calcul de I* au moyen de cette équation sera exact; les sériés que l’on 

A 

y rencontre appartiennent à cette espèce de séries, dont les coefficients 
convergent dans les premiers termes, et ensuite commencent à diverger peu à 
peu. Plus) est considérable , plus cette divergence commence tard relativement 
aux termes complets de cette série , et , par conséquent plus on peut calculer 
exactement l\ Lorsque ) est très-grand, le premier terme de la première 

A 

série peut suffire ; et , d ans ce ras , le calcul de cette expression devient très- 
court. Mais lorsque 1 n’est pas très-grand , on peut aussi , au moyen de l’expres- 
sion ci-dessus, calculer 1* avec une exactitude suffisante pour la plupart des 

y 

cas , comme je le ferai voir plus bas par un exemple numérique. 

SO. Il nous reste à déterminer les constantes c et c'. Pour y arriver, je 
développerai le premier terme de l’expression de l“ d’une manière analogue 

à la méthode donnée par Ln/ilnce pour obtenir les intégrales qui dépendent 
de grands nombres. Dans l’art. 47, on a trouvé l’expression suivante : 


1 ‘ = — I cos (al sin a) ih. 


On peut partager cette intégrale en quatre parties égales, qui s’étendent 

vt 3 3 

respectivement de «à ^ , de ' à ir; de tt à -ir, et de -n à 2jr ; on 
a ainsi : 



Snbstittions-y, pour le cosinus , son expression en exponentielles imaginaires, 

8 
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nous aurons 


I* = - I c'' iuot dz + | * dz, 

* * J. , * J O 

c étant la base des logarithmes hyperboliques, et p — \J — i. Posons main- 
tenant, dans la première de ces intégrales, 

7. pl sin s = 2 pi — t\ 

on aura 

— Ht 


dz — 




et les valeurs suivantes se correspondront i 


z = o et / = ^ 7 . p). ; 
s = ÿr et r = o. 

Posons dans la seconde intégrale 

— 2 p À sin z — — 2pX — /% 

dt 


nous aurons 


• — \/l 


et les valeurs correspondantes seront 

/âï 

v P 

s = ïw et t — o. 

De cette manière, notre expression de l‘ devient 


r = _£__ r c ~ * c~ J p r* 1 c ~''dt 

' vST Wl J \/^f 

où nous avons écrit, pour abréger, a au lieu de ^aTÏ, et b au lieu 
de y/~. tâjmme no »s n’avons à rechercher ici que le premier terme du 
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développement de I ‘ , ce terme étant, par suite de l'article précédent, divise 

par et comme les coefficients des intégrales de l'expression qui précède 
contiennent déjà ce diviseur, il ne nous reste qu’à obtenir les termes de 
ces intégrales, qui sont indépendants de X. D'après les limites o et res- 
pectivement « et b , on reconnaît que , dans les limites des intégrales , 
les valeurs des radicaux qui se trouvent au dénominateur varient entre t 

et y/^- ; on peut donc les développer en séries infinies convergentes. Après 
ce développement , nous aurons une série d’intégrales de la forme 



où A exprime les coefficients du binôme relatifs à la puissance — 1 , et « 
est un nombre entier et positif. La forme connue de ces intégrales nous 
donne pour la première, en désignant par *, p, . . . , S les coefficients nu- 
mériques de chaque terme, 


(4 ? 


~ f 1 '" c ‘‘fit — — — U('-»pl) ' + P(»p'*) , 4—.+-0(î. f >) " +, { 
IA)Vü 2 ( J 


-o-^- + o 


(4pX)'‘ f 2(2 pX) 


On aurait une expression analogue pour l’autre intégrale. Il suit de là que , 
lorsque n n’est pas — o , ces intégrales ne contiennent aucun terme qui n’ait 
pas X au dénominateur ; elles peuvent donc être négligées, et il ne reste à con- 
sidérer que le premier terme du développement en série du radical qui se 
trouve au dénominateur de nos intégrales, savoir : 



et 



ilt, 


à la place desquelles nous pouvons <erire 



r * 

/•* r 

f e~‘ <lt — 

1 c~‘ fit et 

/ f "' f 

h 

J a 

J O Jb 


Mais, comme pour une valeur initiale quelconque c, on a 



8 . 
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et, connue on ne trouve ici non plus aucun terme indépendant de c , notre 
expression de I “ se réduit enfin à la suivante : 

l-V (‘“c-'dt. 

* \ VP ' Jo 


Mais comme on a 


r x 

Jo 


f « « W y/#J? 

V» = <’os , H- . 0 . sin 7 = c 4 , 

4 H 

I ïf .TT — -î 07T 

— = cos 7 — o sin 7 — c , 

Vf 4 4 

par la substitution de ces quantités, l'expression ri-dessus se change en la 


I’ = f COS (ai -j TT). 


Comparons cette expression avec le premier terme de l'expression de 1 ‘ 

développée à l'article précédent; nous aurons, pour les constantes désignées 
par c et c', les valeurs suivantes : 

c — — - c' — * i 
V* 


et nous aurons ainsi l’équation complète 

, i { i Q 3675 \ 

I = ! 1 i -+- J e,c - j co * — T*) 

** ( \ ’ 5 iaV’ 524288).’ J 

ti> 75 207675 ) . , . 

+ — j -—j, -+ T ) HPgte. ( sin ( 2 * — 7 ir). 

* ' t6)’ 8it)2*‘ 4 1943040) ’ ) 

81. On a trouvé, à l’art. 49, l'equation 

rfl" 


Si nous y introduisons l’expression que nous venons de trouver pour I*. 


caby Google 


nous aurons 
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_ 1 ( 1 , «5 __JVl 5 

V7r ( X’ 5 1 2 A* 52.4288 a’ 

1 1 3 io5 3638 î5 

+ | — 1 4 : 

' n \ t(\\ 7 Siga) 1 4 , 943°4°). 

Au moyen des équations (A) et (b) de l'art. 47, 


± etc. 

t 

| sin ( 2 a — 

rp etc. 

\ cos ( 2 X — 


J 


on a , en general , 


i«) 

»• 


1 



rfi; 

* 

~iî\' 


on peut donc, en continuant la difTérentiation de l'expression trouvée ci- 
dessus |xmr l', exprimer explicitement toutes les transcendantes I 1 par des 

séries ordonnées d’après les puissances décroissantes de X; niais, à chaque 
différentiation, la convergence diminue, et par conséquent il est plus avan- 
tageux de se borner à exprimer explicitement i' et i' de cette manière, et de 

> A 

calculer les autres, en partant de celles-ci, au moyen de l'équation de condition 




Alin de montrer combien les valeurs de X peuvent être petites , sans que les 
séries décroissantes ci-dessus cessent d’être applicables (*), je vais comparer les 
valeurs de 1* et i' calculées par ce moyen avec les valeurs rigoureuses déduites 


(*} De cette série on tire, entre autres, l'équation 




t>. H , 


to“3 

JisfiSaX 1 ^ c,c '’ 


qui, lorsqu'on y fait successivement À = o, = 1 , = etc , donne toute» les racines do 
l'équation transcendante I* = o,ct cela avec une approximation d'autant plus grande quo 

k est plus grand. De même, l'équation 




1891 


i’ià ZjjüÜo/* 


dr etc. 


donne, dans les mêmes circonstances, toutes les racines du l'équation 1 , = 0 ; cependant 
ici, la racine >=o ne s'obtient qu’avec une bien moindre approximation. On peut dé« 
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des séries ascendantes. Posons * = 4 ; alors , après avoir supprime les cir- 
conférences entières , nous arrivons à 


a). — -jir = 53°2i'58",45 


log cos = 9,7757545, 
logsin = 9,9044267, 


et les valeurs des coefficients de l’expression pour I" sont successivement 


Somme . 


H- 0,2820947 
— o, 0003099 
-+- 0,0000077 

4- 0,2817925 


+ o,oo44<>77 

— 0,0000404 

4- 0,0000019 
4- 0,0043692 


Si l’on multiplie le premier de ces nombres par cos(al — 4”)» et l’ autr c I>ar 
sin (2). — ;x), on aura 

4- o,t68i45o 
-t- o,oo35o6i 

r = + o, 171651 1 


Pour le calcul de 1 1 , on trouve successivement les coefficients de l’expres- 
/ 

sion donnée plus haut , comme il suit 


-f- 0,2820947 
-t- o,ooo5i65 
— 0,0000099 

Somme. . 4- 0,2826013 


-f- 0,0 132232 
— o,oooo565 
4- 0,0000024 

-t- 0,0131691 


et après avoir multiplié ces sommes respectivement par sin (a> — -j s) cl par 
cos (ai — 4 b), on a 

-t- 0,2267779 
4- 0,0078680 

l‘ = 4- 0,2346359 


Calculons ces mêmes transcendantes par les séries (Cl de Part. 4C; nous 


duirede* équation» anolngucs pour le» antres équation» transcendantes l^=o. Ce» équa- 
tion», sous la forme ei-dessu», peuvent êlro facilement résolues par approximation, et 
elle» font sur-lo-chnmp reconnaître que, lorsque k et par conséquent aussi i sont de 
grands nombres, la différence entre deux racines consécutives est sensiblement égale 
à (a. 
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obtiendrons polir 1" les valeurs numériques suivantes de chaque terme : 


Termes positifs. Termes négatifs, 

t 


64 

l6 

1 1 

3.77777777 

113,77777777 

32,36345679. 

72,81777777 


2,641914^4 

10,56765936 


0,08349756 

0,52185972 


0,001 2267 7 

O 

O 

O 

0 

0 


0,00000948 

0,0001 161 5 


0 , 00000004 

0,00000067 

Somme. . 213,86788325 

213,69623244 

— 2 i 3 , 6 t )623244 


I* = + o, 1716508 
1 ' 


différence avec la valeur calculée plus haut r= o,ooouoo 3 . Pour , nous 

aurons 


Termes positifs. 

Tcrmoi négatifs. 


r I 

8 


21,33333333 

28,44444444 


22,75555555 

■2, 13629629 

4 X 1 

] 4 ,62335097 

1 , 3209574?- 

] 0,29354609 

0 , o 52 1 8597 


I 0,00759069 

O , OOO92O08 


o,oooog 436 

o,ooooo 83 o 


; 0 , 00000063 

0,00000004 

Somme. . . . 

5 o, 01347 162 

49,95481254 

- 

■ 49 . 9 5 48 i 254 


-+ 

- 0 , 05865908 


i; = + 

- 0,2346363 


différence avec la valeur calculée ci-dessus 

= 0, 0000004. 


32. Les expressions developpees dans ce qui précède vont maintenant nous 
servir à obtenir W au moyen de Comme dans le paragraphe précèdent 


nous avons amené cette quantité à la forme suivante 

Tilt — I(«, i, t'), sin (vu -f- iu -+- i'g’)ilu+l (x, >, i'), cos («' + ni -+- i'g' y il". 
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où (x, i, »'), et (x, », i') c sont des coefficients numériques; les intégrales dé- 
veloppées dans ce même paragraphe seront immédiatement applicables en 
faisant 

A = xv. 


Punr cette raison , et parce que l’indice x ne peut avoir que les trois valeurs 
o, 4-1 et — i, l’intégrale prend la forme suivante 

fïdl =r I jx, », »'}, cos (xu 4- /« 4- i'g') -t- ï jx, », »' j, sin (xv 4 - tu- 1- i'g') 
-t- ( i , o, o), u cos r 4- ( i , o, o), u sin » -(- (o, o, o), u , 
où 

i jx, i, » ' j, = (x, », i') r * 4- (x, » — I , <’)' a‘_‘ />, 

' •+•(*,» — 2 , »’') c a' 4- etc. 

I -t- (x, » -t- », i'), «**' Ji-h(x, -t- etc., 

et — Jx, », »'j r est formé de la meme manière au moyen de (x, », Chan- 
geons maintenant , dans 1 expression de W donnée à l’art. 50, l’anomalie 
vraie en anomalie excentrique, nous aurons 

W “ — fi 4- 25 (cos v ^ e) — 2 r, 1 — e ’ . sin »> 4- fldt. 


On voit ainsi que les termes hors du signe de l'intégration ont la meme forme 
que ceux qui sont sous ce signe, et par conséquent se réunissent avec quel- 
ques-uns d’entre eux. J’ai fait voir, à l’art. 50, comment on devait déterminer 
les quantités b, 5, x lorsque l’on prend les éléments osculateurs comme base 
du calcul. Après avoir déterminé les valeurs des quantités b, 5, x , et après 
avoir changé venu, nous aurons 


où 


W = i {», i' j, cos (»« -f- i’g') + - {», >' j. sin (iu 4- i'g') 
-t- ( i , o, o), « cos « -t- ( t , o, o), »» sin u 4 (o, o, o) c «, 


W 


i h 4 = l°>'>4 
( M» = I 0 - '> 4 


», » + i, 4 •+• { » , « — i, »•'}„ 

». < + >» ''}< + j'. » — i, »'(„ 


excepte 



— b + eî, 

r H- j— t, 2, o), 4- 2.5, 

, 4- {— I, a, ol, — 2 ^» — e’.n. 
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nz = g +- h fVÎtil, 

nous pouvons, au moyen des coefficients de \V, dont on vient d'indi- 
quer le ralrul, déduire immédiatement les coefficients correspondants de nz. 
Nous avons tout d’abord 

0(1,0, o), fit cos luit -t- n ( 1 , o, o), fit sin mit -+- n (o, o, o), f urlt 
= [{(o, o, o), — 7e (1, o, o) e ]n’f’ 

+ (1 — ~c‘) (1 , o, o],«Z sin it — (1,0, o), nr ros « 

— -J e (1 , o, o), nt sin au -j-e ( 1, o, o),nt cos au 

-f- ( t — ic*) (1 , o, o), sin n -t- [( 1 — > c 1 ) (' , o, o), — e (o, o, o) r ] cos u 

— {«(1,0,0), sin 2u -t- [(je" — 7 c) ( 1 , o, o) f -+- 7 e* (o, o, o),] cos au 
-i- 7 e* ( t , o, o), sin 3« -f- 7 e’ ( t , o, o), cos 3 u. 

Il faut ici remarquer que les deux parties dont se compose le terme multiplié 
par t 1 doivent se détruire mutuellement ; ainsi 

7(0,0, o),-i«(i,o, o) c = o; 

cette équation peut servir à vérifier une partie du calcul numérique. Nous 
avons alors 

ni — g+ï (f, /'], sin (lu -+- i'g') S[», /')„ cos :Vu-J- i'g ') 

-+- et, f sin u -4- (S, f cosu 





-t- a,/ sin 2 u 

■a- cos lit, 


OÙ 



l 

— 

n (1 -7f’)(i,o,o)„ 


( 1 ) 



p. 


n (1,0, 0), , 
«|c(l, 0, o) r , 





( b 

= 

n t e ( t , 0, 0), , 


I 

1 

>' 1 .= 

l v 1 

1 -i 

TT 

' ' ')* V ,!'■ 




~^\i 

t V * 

— 2 , ' 

'J, a — etc. 


(2) i 



1 V ' 

+• 1,1 

,1 <•+■ i + Sli. , , 

} c Vi 

i i +1 _ 

K-**** 


['V 

-•']«= 


\*r 

- {', »'j, a. -f- etc. 



\ -h etc. 
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Il faut excepter le cas où i ' = o, car alors on a 

I ['.»], = ( 1 - 7 ^) {■> o) r — ie{?.,oj e -b (1 — {r’Ht, o, o)„ 

[*«<>]. = — 7 e {'»ojc + 7 j 2 » «>}<• — 7 r ( 3 > »}<■ — 7 e Ci *>).• 

[3,o], — — \e { 2 , oj c -f- \ {3, oj c — 7 r (4, o}, + j(’ ( 1 , o, o)„ 

[4,o], = — 4 c {3, oj, ■+■ i {4, oj, — 4 c j5, o}„ 

1 etc., 

/ [ 1 >°1=— { 1 . o).-t- 7 <?{=. •+■ ( 1 — 7 e ~') ( 1 > °> u )« — e t°» », o)„ 

1 [ 2 ,°]t= 7 e{ I ,°j«— , L {î,oJ,+7c{3,°J,-r- ( 7 c 1 — 4 «)(| , o, o),+ ^>( 0 , 0 , o)^ 
(4) | [3,o] e =4e|a,oj,— 4{3,oj,+4e{4.oJ,-f-4e , (i > o,o) l , 

I [4.o>=ïej3,oj,— 4{4,oj,+jc{5,oj„ 

, etc., etc. 

Outre ces termes , cette intégration donne dans nz un terme proportionnel 
au temps, dont le coefficient est 

n { 0 , 0 j r — iW { 1 , oj, ; 

mais comme , par suite de l’art. 50, b doit être déterminé de telle sorte que 
ce terme s’évanouisse , nous aurons 

o}, — ic{i,o)«=o; 

et, en y substituant les valeurs de jo, o|, et de j 1 , oj, données sous la désigna- 
lion (3) clans l’article qui précède , il viendra 

(5) b “ | 1 1 1 » ojc C jO, I s ojf T f | N “» O jr* 

154. L’expression de ce employée dans l’art. 50 se change facilement en la 
suivante 

"’= c +;*-*«-* 


On obtient, comme il suit, le quotient différentiel de W par rapport à v dont 
on a besoin : 

( ) = ï(/,i'),sin (iu-bi'g’) + S (', »'), cos {tu -b i'g ') 

— (i, o, o) e « sin « -H (i, o, o), « cos « 4- { i , — i, oj„ 


où 

(A) 


f ('. = 

I ('» = — 


« -4- 1, <’}. — {■> > — t» 

'"j. + ji, < — i, /'}, ; 
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seulement les trois termes qui ont été écrits à part dans l'expression précé- 
dente forment une exception. Maintenant , comme on a 


— il, o, o) c J" h sin u il u + ( t , o, o), J'it ros ndii + j i , — i , oj, J' du 

— j i , — i , o j, u ( i , o, o), « cos « + ( > , o, o), u sin « 

+ (1,0,0), ros 11 — (1,0, o), sintf, 

il s’ensuit 

= 7 - [(*» > ’ )]. cos (r« + i 'g ' , + f Z [(»’, i ' )], sin (iu + i 'g' ) 

+ [(o, o)], — ; j 1 , — i , o j, u — f ( 1 , o, o), w cos u — j ( 1 , o, o), u sin 11 , 


OÙ 


(B) 


[('. i')\t — («, — 

+ (i + 

[('» '")■ «' — etc. 

— etc., 


i'), * p, + etc. 

i'}, q, 4- etc., 

»+t 


excepte 


(C) 


[(*» ®)]r = (l, o), — (l, O, o)„ 
[(3, o)j, = 7 (3, o), , 
etc., 

((«, o]. =— («. o}, + (1,0,0),, 
[(3, O)], = — j (3, O), , 
etc. 


Pour trouver la composition du terme constant qui, dans l’expression précé- 
dente de est désigné par [(o, o)], , je remarquerai d’abord que ce ternie, 
par suite de la formule générale donnée au commencement de cet article, est 
égal à C + - i — 7 c\ , où , par suite de l’art. 50, C est le terme constant 

qui se trouve dans — 7 , c’est-à-dire ici, dans — f YY ; mais, d’après 

l’art. «9, (o, oj, est le terme constant contenu dans W, donc 

C = — j jo,oj, = — 7(1,— 1,0}, + fi — frÇ. 

Ainsi, nous obtenons immédiatement 

(D) [( 0 , 0 )], = — f ji,— t,oJ e + fi — tï. 

Pour faciliter la vérification du calcul numérique dont je dois parler dans 
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l'article suivant , il est plus avantageux de laisser d'abord dans iv, « en de- 
hors des sinus et cosinus, comme je l'ai fait dans l’expression ci-dessus. On 
éliminé ensuite u au moyen de l'équation « = ni -+- e sin « ; de cette manière 
on a 

t — -t j t , — 1 , oj, u — j ( 1 , o, o\. u cos « — -j ( 1 , o, o), u sin u 
(El | =r — J n { 1 , — t, oj,r — }n (1, o, o),f cos u — \ n (1,0, o), f sin « 

( — ic(i ,o,o), — ée { 1 , — 1 , oj, sin «-+- ~e( 1 ,0,0), cos 2 u — -je( 1 ,o,o),sin au, 


et ces ternies devront être substitués à la place des trois autres. Si 
l’on aimait mieux faire cette réduction en même temps que l'intégration, on 
obtiendrait 

w — 7 1 [('» cos (tu + i 'g 1 ) -h i S [(/, 1 ' )J'_ sin (iu ■+■ /'/»' ) 

-*-[(°» Jt, — ; n(i,o,o) r fcos« — { n(i, o, o),rsin « , 

OÙ 

K/, /')];= r(«-, /')].. j. . 

excepté 

[(o, 0)]; = — { {1,— 1,0},— |e(l, o,o),-+-|i — cï, 

[(>. o)]'c = (*» <>)» — ('.o. o)«, 

[( 2 > °)l = ï ( 2 > o).+ ï' (>, o, o),, 

[(3. °)]'.= ï(3,o),, 

etc., 

[(«. o)]j = — 0) c — e { 1 , — I, oj,, 

[(a, 0)]; = — 7(2,0),— jc(i,o,o),, 

[(3, o)]', = -}(3,o)„ 
etc. 


158. Afin de soumettre à un contrôle les calculs indiques dans ce qui pré- 
cède , on se servira de l’équation 


S H- « 


b— rÇ 4- 


nn f' id il\ 

V i — e'J ) 


dt, 


où n, désigne la longitude de la comète dans son orbite , et le quotient diffé- 
rentiel île 11 peut être changé en anomalie vraie. On a déjà remarqué, dans 
l’art. 53, qu’en changeant v en « on obtient la différentielle de l’équation qui 


Digitized by Google 


125 

précède au moyen de la quantité T dt. Posons donc 

-,== ( jij) d,==1 (P* ''))< sin ('«+'■ 'g') rf« +i (('. »'))» cos ('« +>' g' )<i«\ 


on a ainsi 

((». ''))* = (°* '» »')* ■+• (— I. '4-1, >'), 4- (». '—l, 

(('» ''))« = (o, », »'), 4- (— 1 , »4-t, »'), 4- (l, »— i, <% 


où (o, », »)„ etc., ont la meme signification que clans l’art. J52; ce sont les 
coefficients du développement de T dt. Nous arrivons ainsi , par l’intégra- 
tion , à 

S 4- « = ï [(», i')|, cos (»« 4- >'g') 4- X {(», »')J, sin [iu 4- i'g') 

4- j b — eÇ 4- ((o, o)) c u , 

où les coefficients {(», »')), et j(», »') j, résultent de la multiplication des coef- 
ficients^/, »')),et ((/, »')), par les facteurs d'intégration, en suivant la méthode 
qui a été expliquée plusieurs fois dans ce qui précédé; il est donc inutile de 
la répéter ici. D’un autre côté , nous avons l’équation 


S 


ilSz — 

s = — — 4- 2 »v = W 4- 2‘>‘ , 
dt 


ou bien , en substituant les coefficients de W et de ce développes précédem- 
ment , 

s +-* = - {('> ,- '}c4-[(', '')]'} «»('“4-'V)4- S |('» '■')«+ [('» »')].} sin(»»< 4- i'g ’ ) 

4- {{o,oj,4- 2[(o,o)],} 4- {(o, o.o),— jt, —i, oj,} »». 

En comparant cette expression de S 4- c avec la précédente, on en tire les 
équations de condition suivantes : 

j {'. ''}<■ 4- [(», #')], — {(»', /')}. = o, 

(F) * | |», /'}, 4- [(/, »')], — {(», »')}, = o, 

( (o, o, o), — {t, —i, oj, — ((o, o)), = o, 

qui serviront à vérifier l’exactitude du calcul numérique. Il faut remarquer 
cependant que, comme la différentielle de S a été déduite ici deT»/f , cette 
vérification ne s’étend qu'aux calculs qui ont rapport à l’intégration , et si l’on 
a commis quelques fautes en calculant les quotients différentiels de la fonction 
perturbatrice, on ne pourrait les découvrir de cette manière. J’ai montré. 
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dans le § II , comment , dans le calcul de ces quotients différentiels , on peut se 
procurerdes équations decondition, au moyen desquelles on peut, sans autre 
chose , s’assurer de la bonne exécution de ce calcul ; de cette manière, un con- 
trôle ultérieur n’est plus nécessaire. On peut cependant , à l'aide de la quantité 

S -t- «, se procurer une vérification en calculant sa différentielle, ou 

en partant des données initiales du problème, d’une manière analogue à celle 
qui a donné les quotients différentiels relatifs à x et y. Si quelqu’un désire 
employer ce genre de contrôle, il pourra entreprendre lui-méme ce dévelop- 
pement en se dirigeant d'après l’analyse du § II. 

80. Représentons de la manière suivante les différentielles de p, et de y, 
qu’il s’agit de développer d’après l’art. 54 : 


— — ; dp, = ïnrfr (/, /'), cos (/a -f- i'g') -t- Xndl (/, /'), sin (i« -+- i'g'), 

— - — dq, = ïnrft 17, f'ii '« -+- «V) -H ~ndt 17, i'I. cos (iu -+- i'g'). 
cos i 


En multipliant les coefficients de cette expression par les facteurs correspon- 
dants d’intégration, d’après la méthode expliquée au commencement de ce 
paragraphe, et comme on l’a montre en particulier à l’art. 85, dans l’inté- 
gration de r.Wdl , on obtient pour l’intégrale les coefficients que je désignerai 
respectivement par{(t, i')j,, |{t, »')}<■,{[', i']j t , {[»’, »']},, et qui ont, à l’égard 
de(i, (/’, i'),,e te., les memes relations que, dans l’art. 85, les coefficients 
[/, «'], et [i, i'], à l’égard de {/, i'J, et ji, i'j, ; on obtient ainsi 

— ip, = n (o,o ; ,t+ ï ((«’, i')j, sin (iu -+• i'g ') ■+■ 1 {(/, /')}, cos (iu+i'g’), 

■ - è'/i = » (<>, o],f 1 {[/, /']}, cos (/!/ -f- i'g') s / ' j j , s in (iu+i’g'). 

Ensuite , à l’aide de l’expression donnée à l’art. 51 pour ris, 

= rn (o, a), i ■+■ n y i — e' . [o, o], t sin ii — « (o, o), t cos « 

+ ï ji VW [ {[f- 1,7']}, — {[.’+ . , t']j, J -+- e ((,’, /')}, 

— 7 — T {(' — i , ' ' )j, } sin (iu -t- i'g' ) 

+ 1 {iV7-7* [ {[/+ . , - {f/- . , ,']},] + c {(,’, 

— ï )(' + ', — 7 {(' — ' . *'))<■ j «-O* ('“ rr i'g '). 
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On peut différer jusqu'à la tin la substitution de la valeur numérique du co- 
sinus île l’inclinaison i du plan de l’orbite de la comète à l'égard du plan fon- 
damental. 

37. Pour appliquer les développements de ce paragraphe à notre exemple, 
il faut avant tout calculer les facteurs d'intégration. Dans ce but , nos données 
nous fournissent 


y — 


, 1 1 226 

log>, 

= 8,6759 

2» = 

0. 

,22452 


= 8 > 97 % 

3 s = 

O. 

,33678 

>3 

= 9, i 53 o 

4 V = 

O 

> 44 g °4 

A 4 

= 9,2780 

5 v = 

O, 

, 56 t 3 o 


— 9,3749 

6» = 

O. 

,67356 

À,, 

= 9 - 454 ' 


où , conformément aux art. 38 et 40, v = — et = -jc/’v. Dans ces articles, 

cette dernière quantité était désignée par ). sans indice; mais ici, pour en 
distinguer les différentes valeurs numériques les unes des autres, je lui ai 
assigné un indice qui , du reste , n’a aurune influence sur l'emploi de cette 
quantité dans le calcul des facteurs d'intégration. Comme, dans notre exemple , 
i est une quantité très-petite , le calcul des facteurs d'intégration et de leurs 
rapports pourra s’exécuter de la manière la plus commode par la méthode 
donnée à l’art. 42 ; on obtient ainsi les valeurs numériques suivantes : 
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Les facteurs d'intégration plus grands que ceux-ci ne commencent à se ma- 
nifester, dans les perturbations de la comète de Kncke par Saturne , que pour 
i ' = g. J'ai réuni les plus considérables dans la petite Table suivante : 


». 

Log «J. 

Log />, . 

Lob 

- 3 

g,»5 

8,849 

9,345» 

— 2 

i.'4 s 

1 ,27. r »n 

C),(i"8n 

— 1 

I ,821 

0,355» 

o,3oo 1 

O 

I,l88 

9,(KB 

o,43i 

r 

0,O()8 

9,340 



mais, pour cette valeur de i', les termes mêmes des différentielles sont si 
petits qu'il n'en peut résulter aucune perturbation sensible. 

88. Si , conformément aux indications de l'équation (i) de l’art. 88, on 
multiplie les coefficients de l'expression donnée pour T dl à l’art. 38 par ces 
facteurs d’intégration, on obtiendra les valeurs suivantes pour W : 


9 
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w. i 


xi» -4- in -+- i ’ 

x. i • i*. 

**,-+- tu -4- i ' g ’ 

k , « , i 

KV -4- lu -+- i ’ g ' 

('.o» 

Sia 

Cos 

Si ■■ 

Cos 

Sia 

u, 0,0 
O, «1,0 

1 . — t,o 

— h 

-+-n”n 3 i 5 « 
— i ,067 

- 4 -o.(( 6 . 3 o 

0, 0, 1 

— ». '»' 

1 , — 1, » 

— o, 33 o 
-t- 0,049 
-4- 0,021 

— o,*2(io 

- 4 '.Vj 8 

-1- o, 3 i 8 

- 0.091 

- 4,001 

O, 2. 2 

— 1. 3 . 2 
». 1. 2 

» r 

— 0, n 5 

- 4 - 0 , 0*23 

—0/204 

—0/296 

U 

-1-0,107 

—0,019 

+0.171 

-00,565 

O, 1.0 
— 1 , *2 , O 
1 . O. O 

-H>* 77 * 
H-o, *46 

- 4 - 0 , 075 o« 
-ho, 91 8 

— 0,061 
-4-0,018 

-♦-1 ,i r » 44 “ 
—0,043 

0, 1 , 1 
— 1 . *2. l 

1 . 0 , 1 

-4- 0,024 

— o,o 3 i 

— 0, 1 17 

— 0,124 

— 0.09(1 
-0..48 

— 0,2*28 

— 0,472 

0, 3 , 2 

-1. 4. a 

«, a, 2 

-4-0,007 

—0,001 

—0,040 

—0,034 

— o.ixVi 
0,000 
-t- - 0.035 
- 4 - 0 . 0V9 

O. 7 , O 

1 . J, O 

1 . 1.0 

—0/210 

-4-0,006 

- 4 - 0 , 48*2 

-4-0/278 

-4-0.018 
— o.oof 

—0,049 
— o,o 35 

O, *2. 1 
-1. 3 . 1 
1,1.1 

— 0, 4 X 1*2 

- 4 - 0,007 

— n,oo 3 

-4- 4 », 4 X»a 

-4- 0,4x16 
-4- 0,0*20 
— o,oo 5 
- 4 - 0 , 0*21 

0, — 4*3 
— 1 . — 3,3 

1 , — 5,3 

—0,048 
-4-0 . 1 3*2 
-+-0,004 

-4-0,088 

— o,o 38 

+.....J 7 
+ 0.1»), 
0-0.1 .63 

o, 3 , o 
— 1 . î , o 
1 . *2 , o 

-*-0,0 18 
0,000 
—0.039 
— 0,0*21 

— 0,4402 
0,000 
-4-0,006 
-4-0 , 00 \ 

0, -4, a 
— 1 .— 3 , *2 

1 , - 5 , a 

-t- 0.018 

— 0,047 

— 0,002 
— o,o 3 i 

— 0,011 
0,029 
-t- 0,001 

■+* 0,019 

0, — 3,3 
— I ,— 5.3 

1 , - 4 .3 

-♦-o , 36 o 
—0,806 
—0,081 
—0.5*27 

-4-0/281 
— 0 , 65*2 
— o,o 55 

— 0.426 

o, 4, O 
— i , 5 , o 
• . 3.0 

— 0 ,00*2 
0,000 
-4-0.004 

-H), 00*2 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0, — 3 , *2 
-I.-V 2 

1. — 4 » 2 

— o,o 58 
-4- o ,652 
- 4 - 0,024 
-4- 0,418 

- 4 - 0,201 

— °» 5 ag 

— o,oi 3 

— 0,341 

0,— 2,3 
— 1. — 1,3 
1 .— 3,3 

—1 .057 
-4-1 ,711 
-4-0, 3 o 5 

-'..46 
+ 1 .563 
+0,587 
0+.701 

*>.— i. > 

— 1 3 , 1 
i ,— 5 , 1 

-4-0,001 
— 0 , 002 
0,000 
—0,001 

-4-0,007 
— o,oi 5 
0,000 
— 0,008 

0. — a, a 

1 , — 3 , a 

-4- 1 ,84*2 

— J, 049 

— 0,395 

— 0,602 

- 1,634 
«.775 
-4- 0,345 
-4- 0,485 

0, — 1 ,3 
— 1 , 0,3 
« .— 2,3 

- 4-1 ,647 

- 4 - 5.736 

-0,694 

+6,689 

-+-a,l 3 l 
-4-7,401 
— 0 ,81 3 
+S.71., 

o,— 3 , • 
— 1,-2, 1 

— 0,010 
-4-0,018 
- 4 - 0,001 

-+-0,009 

— 0,068 

-t-o,i 4 a 

-4-0,008 

-4-0,082 

0, — 1,2 
— 1, 0,2 
* .—a, a 

- 3 , 9 ja 
— 23,619 
-4- 1 , 406 
—26, i 55 

-6 3 , 5~1 
+21 , 2|3 
— • .567 
- 1 - 53 , 55 .. 

0, 1 ,3 

— 1 , 1,3 
1 1 ,3 

+3.495 
— 0, i 38 
-4-1 .006 
- 4 * 4 , 36 o 

-<-4.699 

—0.246 

+'.29; 

-1-5,7:») 

..- 3 ,. 

- 4 - 0 , 0-20 

— o,o 3*2 
-4-0,004 

— 0,008 

-4-0/298 
— o, 3 ia 
—0,0^1 
— o,o 55 

0, O f a 
— «, 1,2 
*• — 1*2 

-'4.484 

— 5,369 

— 16,061 

- 1 - 15 , 8 gi 

- 0.679 

- 1 - 5 , 1/8 

+14,340 

n,i ,3 
— 1, a, 3 
1, o, 3 

+0.069 

+-0,160 

+1 .935 
+5,16', 

+ 0 . 1-9 

+0,182 

0-2,598 

0 5 .. ,|<) 

o. — 1, 1 
— ». 0,1 
» • — '•*> I 

— 0.008 

—0,643 

— 0,018 

-41 ,(Î6») 

-0.59: 

—9,160 
-4-0, o 85 
—9.672 

0, 1, a 
— 1, 2, a 

1, 0, a 

— 0/287 

— 0,393 

— 7.G22 

— 8.305 

+ 0,964 

-t- 0,339 
-t- 6.887 

•+- 7 .'l 9 > 

0, 2, 3 
— 1, 3 . 3 

1. 1. 3 

- 4 - 0 , o 56 
—0,0*21 
-4-0,060 
-4-0,095 

-4-0.068 

—0,017 

-4-0.089 
- 4 - 0 . 1 4 “ 
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Les nombres qui se trouvent à la quatrième ligne, dans chaque division de 
cette Table, sont la somme des trois précédents, et par conséquent ce sont 
les coefficients de W. Les règles données à l'art. 50 pour la détermination des 
quantités Ç et o ne peuvent s’appliquer que quand on a égard à toutes les 
planètes qui exercent quelque influence sur le mouvement de la comète; 
j’ai donc fait ici n = Ç = o; mais, dans tous les cas, b doit être déterminé 
comme on l’a expliqué dans ce qui précède , c’est-à-dire de manière que dans 
les perturbations de la longitude moyenne, on ne rencontre point de termes 
proportionnels au temps. 

Avant d’aller plus loin , je vais , comme exemple de la méthode d’intégra- 
tion donnée ici pour la première fois, présenter le calcul de la partie de W 
qui est multipliée par sin ( — v -+- iu + i g'). Il se dispose comme il suit : 



a 

— ,- 3,2 

-I 

— I I ,2 

— 1,0, 2 

— I 

— 1 ,2,2 

— 1 , 3,2 

— 4.2 


7 ,<*J 9 

8 . 477 » 

9.884 

0 , 5234 » 

0,66839' 

0,4589» 

99'4 

8,964» 

7,602 

— i — 3 

7 , 123 » 

8 ,o 35 

9 , 638 /» 

0 , 6 l 39 

1 , 3 o 88 o 

0 , 3802 ,. 

9 . 5 * 5 ) 

8 , 456 » 

fi .977 

r i, P . . 

» 

6 , 765 « 

8 , 7 o 3 

0 , 254 a 

o»* 89 » 

9jOi 6 n 

8 .o 38 

6,807» 

» 

P .* r , 

•t 

rt 

8,343 

9.‘4 5 

8,829 

7,485 n 

ft 

n 

" 

Px t Pt 

•< 


7,233 

7.775 

7,298 

»/ 

» 

»• 

« 


" 


8,172 

9 , 343 » 

0,2989/» 

9.9899" 

8.472 

7,087»» 

»» j 

‘/-a, ‘ 7 -, 

»» 

« 

« ■ 

7.877 

9,128 

9,080 

8,076 

» 

// 

7 -a, 7-1 

» 

n 

" 

n 

7,6 ii» 

7,8'*>» 

7 ,i(j6/i 

* 

" 


// 

» 



„ 






— 0,001 

0,011 

0,435 

- t - 4. 111 

- 4 - 2 o, 36 i 

— 2,433 

-4-0,371 

—0,029 

- 4 - 0,001 



* 

— 0,001 

-+- o,o 5 o 

-t- 

-t- 1,582 

—0,104 

- 4 - 0,011 

— O ,OOI 


H 

" 

n 

n 

- 4 - 0,022 

-t-0,140 

-4-0,067 

— o,oo 3 




" 

n 

n 

w 

- 4 - 0,002 

-4-0,006 

-+-0,002 




-t- o,ot 5 

— 0,221 

- 2 , 5 o 5 

- 0.977 

- 4 -o,o 3 o 

—0,001 

»» 

r/ 


U 

• 4 - 0,008 

- 1 - 0,134 

-+- 0,120 

- 4 - 0,012 

n 

n 

n 

f 


" 



— 0,001 

»/ 

n 

" 

n 

tt 


— 0,001 

S 

1— 0,529 

1 

-H I ,775 

- 4-21 , 2 l 3 

— 0,879 

■4-0,339 

—0,019 

O ,000 


La première ligne de ce calcul contient les indices des arguments , et la se- 
conde les logarithmes des coefficients correspondants de Les logarithmes 

des facteurs d’intégration ont été inscrits sur le bord inférieur d’une bande 
de papier, et , en la disposant au-dessus des logarithmes de la seconde ligne , 
on a fait les sommes d’où résultent les sept lignes suivantes. La première con- 
tient les logarithmes des produits respectifs des coefficients par , pour le 
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cas. de /'=: 2, comme on l’indique à gauche où l'on a inséré les deux pre- 
miers de ces facteurs; la deuxième, la troisième et la quatrième de ces lignes 
ont été déduites de celle qui précède immédiatement, en y ajoutant les 
logarithmes de p-, ; la cinquième provient de la première; et la sixième 
ainsique la septième proviennent de celles qui précèdent immédiatement, 
en ajoutant les logarithmes de y,. J’ai indiqué à gauche les facteurs d'inté- 
gration appliqués aux deux premiers nombres de chaque ligne; on en 
conclura facilement les autres. 

Les lignes suivantes contiennent les nombres correspondants aux loga- 
rithmes , chacun dans la colonne qui lui appartient , et la dernière ligue est la 
somme de chaque colonne; elle donne les coefficients de l’intégrale. 

89 . Maintenant , si l’on applique aux coefficients numériques de la valeur 
de W calculés dans l’article précèdent , les calculs développes à l’art. 85 , et 
dont les résultats sont contenus dans les expressions désignées par (i), (2), 
( 3 ), ( 4 ), il en résulte l'expression suivante pour les perturbations de la longi- 
gitude moyenne ou ni: 


| nSz. | 

ntiz. 

nSz. 

i, i\ 

(Ml 

i, i'. 

(in ■+■ t'g') 

i, i'. 

('“ -t-i's’J. 

Sin 

Coa 

Sin 

Coa 

Sin 

Cos i 

1 .0 

1 .0 

2.0 

2.0 

3 .0 

n 

4 - 1 ,52 
4 - o,OOl6l 

- 0,66 

— o,o 3 oi t 
4- o,o 5 

U 

4 - 0,07 

— 2,1928/ 

— 0,02 
4- 0 , j 63 o / 
4- 0,01 

0,2 
• 1.2 
2,2 
3,2 

4- 3*55 
— 0,74 
4 - 1,4*-» 
4- 0,08 

u 

H- 3,72 
— 0.89 
4 - i, 3 o 
4 - 0,07 

- 0.4 
1 .4 

H 

— 0,40 

— °»°4 

— 0,11 

« 

— 0,39 

— 0,02 
— 0 ,l 4 

- 4.5 

- 3,5 

- 2,5 
— 1,5 

0,5 

1.5 

2.5 

4- 0,08 

— 0,18 

— o,i 5 
4 - 1,34 
4- o,i 5 
4- o,o 3 
4 - 0,06 

— o,o 3 

4 - 0 , 4)8 
4 - 0,22 

— i,o 3 

— 0,18 

— 0,02 
— 0,0 J 

- 4.3 

- 3,3 

- 2.3 

- i ,3 
o ,3 

1.3 

2.3 

3.3 

— 0,11 
4- 0,29 
4 - 1,54 

— 6,81 

— 1 ,01 
4- o,ofi 

— o ,35 

— 0,02 

4 - 0,08 

— 0,16 

— 2,46 

-t* 0.2 8 
-e i ,38 

— 0,12 
4 - 0,46 
4 - 0 , 0-4 

— 3 ,i 

— 2,1 

— 1,1 

O,* 

1 . 1 

2.1 

0,00 
— 0,16 
4- 0,59 
-t- 0,93 

4 - 0,02 
4 - 0,02 

0,00 
4- 2,34 

- 8.74 

- 6,77 

- 1.37 

- 0,14 

- 4 .G 

- 3,6 

— 2,6 
- i,6 

0,6 

1,6 

4 - 0,01 
— 0,02 
— o,o 5 
4 - 0,26 
4 - O.O^ 
4 - 0,01 

-t- 0,06 
— 0,12 
— 0,01 
4 - 0,59 
4 - 0,08 
4- o,o 3 

- 4 /* 

- 3,2 

- 2,2 
— 1,2 

4- o,o 5 
0,00 

- 

4 - 20,10 

4 - 0 , 0.4 

4- o,o 3 

- 6,45 
-C 22,59 

- 44 

- 3,4 

- 2.4 

- >4 

— 0,06 
4- 0,12 
4- 0.64 

- 2,81 

— 0,11 

4 " 0,29 

4- o, 5 o 

- 2,98 
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En même temps on obtient , à l'aide de l'équation (5) de l’ai t. 85. 


h = — r,455. 


60. Avec la valeur de W obtenue dans l'art. 88, et au moyen de l'expres- 
sion (A) développée A l'art. 84, on obtient le quotient différentiel par rapport 
à i», et l’on arrive , en y changeant i> en «, aux résultats suivants : 



( aw \ 






/JW\ 



\ àv ) 



\ dr J 



i *» y 


i, i\ 

>' g ') 


(iii-ei'g’) 

«» *'• 

( iu - i - i ' g ’) j 

Sin 

Cos 

», i 

Sin 

Cos 

Sin 

ai 

0,0 


U 

o,o 63 o 

2,2 

„ 

-h 0,227 

-h 0,193 

-5.5 

-+- 0 ,025 

— o,oo 3 

1 ,o 

-+- 0,146 

— 0,018 | 

3,1 

-t- 0,039 

-+- o,o 35 

-4,5 

— 0,107 

0,037 


— o,(yj 5 ou| 

- <>. 4:6 

-+- O,o 39 

-4- i,i 544 u 

— 0,045 
-+■ 0,006 




-3,5 

-1- 0,334 

— 0,556 

— 1,07'» 
•+■ o, 3 i 4 

- o ,! 63 

2,0 

3 ,o 

-4.3 

- 3,3 

-h 0,128 
— 0,725 

- 0,093 
*+■ 0,597 

-1,5 

-1,5 

0,5 

-H o, 3 io 
0,706 
— 0,21 4 

ES 

— 0,002 
-i- 0,017 

-+- o,oi 5 
— 0,134 

—î .3 

-i ,3 

o ,3 

- 4 - 1,400 — 1,270 

-+- 6,43o — 8,214 
- 1.144 -+- 1,543 

1 .5 

2.5 

-r 0,295 
0,025 

— 0,201 
— 0,021 


— o,o 36 

0,271 

1.3 

- 1,775 

j-t- 1,416 



. .J 

Rwfl 

— 0,625 

+ 9,145 

1,3 

— 0,081 

-t- 0,106 




::: 

-f- 0,028 

-t- o,oS6 

- o. 4°9 

— 0,080 

3,3 

— o, 023 j- 4 - 0,028 

- 5,0 

- 4.6 

- 3,6 

-1,6 

S 

m 

■Ml 

-+- 0,010 

— 0,025 

1 - 5.4 

- 4.4 

— 0,008 — 0,02" 
-+- o,o 63 0,1 56 


■ 


B 


— 0,028 

- 3.4 

— 0,329 — 0,559 

— i,0 

— 0.16.' 

~ 0,433 

H1H 


-4- o, 5 i 6 

- 1.4 

o, 643 |-t- 0,9.53 

0,6 

0,071 

|-e 0,1 41 

—2,2 

— 1,654 

- ,.430 

-* ,4 

-i- 2 , 205 }-*- 2,599 

1 ,0 

-r- 0,o5‘ 

0, 1 n* 

— 1,2 

— 25,025 

— ‘i2,48o 

0.4 

— 0,542 — 0,597 

2,6 

0,00. 

|-+- 0.012 1 

0.2 

3 ,l 6 l 

-+- 2,807 

! ',4 

— o,G 23 — 0,697 




î ,2 

-+- 7 -i J 9 

6,548 

j 

i ,4 

— o,o 43 — 0,042 





et par suite, au moyen des formules (B), (C), (D) «le l'art. 81 , on obtient 
l’expression suivante pour les perturbations du logarithme hyperbolique du 
ravon vecteur, ou »' : 
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1, i 
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Sin 

i, i'. 

Cos 

Sin 

i t 4 \ 

Co» 

Sin 

0,0 

u 

- <>,.54 


1 - 

i. 8 i 

u 

-i 3,28 

0,4 

- i.4i 

;/ 

4- i,6l 

O.o 

— o,o3i ’ki 

„ 

1 ’ 2 

4.13 

— 3,7.3 

■4 

- 0,41 

4 - 0 , 4*1 

1 ,0 

— o,5o 

- 1 - 0 , 1(5 

2,2 

4 - 0,23 

— 0,21 

2.4 

— 0 ,o5 

4 - o,o5 

! I .0 

— 0, 03701 

— 0,12 

— 0,5772 u 

3,3 

4 - 0,01 

— 0,01 




2.0 

4 - 0,01 








4- 0,01 

0,00 




- 4 .-'» 

4- 0,02 

4 - o,oi 


- 4.3 

— o,o3 

— 0,02 

-- 3,5 

— 0,08 

— 0,04 




— 3,3 

-h l),l 4 

4 - 0,11 

— 2,5 

4 - 0,07 

4- o,o3 

— 3,1 

— 0,01 

— 0,02 

- 2,3 

O, IO 

4- o,o5 

- 1,5 

4 - 0 , 8 l 

4 - 0,54 

— 2,1 

0,00 

— o,oG 

- 1.3 

4,00 

— 5,12 

0,5 

4- 0,71 

4“ 0,48 

— 1 , 1 

-1- o,3'| 

4- 5,00 

o,3 

- 3, «4 

— 5» 06 

1 .5 

4- 0,22 

4- 0,14 

| 0.1 

-t- °,2y 

-t- 4.03 

«.3 

— 1 ,08 

- >46 

2,5 

4- o,o3 

4~ 0,02 

■ . 1 

4 - o.oîi 

4- 0,21 

2.3 

— 0.09 

— 0,01 

— 0,12 




! 2,1 

0,00 

4- 0,01 

3,3 

— 0,01 

- 4 ><i 

- 3, G 

0,00 

— 0,02 






I 

— 0,01 

4- 0,04 

- 4 .» 

+■ 0,01 

— 0,01 

” 4*4 

— 0,02 

o,o3 

- j , 6 

4- 0,01 

— o,o5 

- 3.3 

— 0,10 

4- «>,09 

- 34 

4- 0,07 

— 0,12 

- i,6 

4- 0,14 

— 0,37 

- 2,2 

— o,3o 

4- 0,2<) 

- 2,4 

— 0,0| 

4- 0,11 

o,G 

4- o,i3 

- 0.29 

- 1 ,2 

4-14.33 | 

— «2.91 

— 1 .4 

— i, 5 i 

H- 1.77 

1,6 

4 - 0,04 

— 0*09 


L’équation (E) de l’art. 84 donne 

— o",o3i5 u — o' / ,o 375 u cos h — u sin u 

= - o',*4 

— o ',o59i) t 

— o",o3 sin « 

— o ', 071 3 t cos u — i",o(j65 / sin u 
-f- o ", 02 4 cos 2 u — o",oa sin 

valeur <|iii doit cire substituée dans l’expression précédente d* «*, et alors la * 
première subdivision se change en la suivante : 


f - 1 

i , i 

(il* -t- 

Cos 

Sin 

0, 0 

- o",68 


0, 0 

O.oSgqf 


1 . 0 

— o,5o 

4- 0 ,02 

1 . 0 

— 0.07131 

— 1 , imjG’k 

2, 0 

4- 0,12 

— 0, 01 

3. n 

4- 0,01 

0,00 
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6t. Pour servir de vérification , conformément aux indications de l'art. 63, 
j’ai calculé la quantité S + «; les nombres inscrits dans les colonnes inti- 
tulées Diff. sont les résultats des équations de condition ( F) de l’art. 86. 



69. D'après la méthode exposée dans l’art. 86, on tire les intégrales sui- 
vantes des valeurs numériques des différentielles de p , et de q, données à 
l'art. 56. Il faut ici remarquer que les constantes désignées par (Sp,) et (Sq,) 
dans l'art. 51 ne peuvent être calculées que quand on a eu égard à toutes les 
planètes qui exccrcent une influence sensible sur la comète de Enckc, et 
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que, par conséquent , elles doivent ici être considérées comme nulles, de 
même que Ç et »- 


0/6 , 
Cu» i 

iii.. 

cos i 

COS 1 

d 9 i 
cos 1 

i , i \ 

( iu + i ' g ') 

( m - t - l ' g ') 

/, i'. 

(iB- 3 -t'j') 

('“ -t- • V ) 

Sin 

Cos 

Cos 

Si 11 

Sin 

Cos 

Cos 

* 







U 




o, o 


-ho,i 658 / 

-HO, 42211 


— 3 , 3 

-HO, 009 

— 0,010 

— 0,057 

— 0,023 

1 , o 

-ho,o 3 o 

HO,ü()l 

-ho , 358 

— 0 , 157 

-a, 3 

—0,042 

-Ho, 037 

-3-0, ai» 

-HO, 12 4 

2, u 


— 0,026 

—0 , 1 56 

-HO, 078 

-1, 3 

-HO, 049 

—0 , 068 

-°. 4‘>4 

— o,v6i 

3, o 

-3-0 , 014 

-ho,oo 5 

-ho,o 33 

—0,012 

0, 3 

— 0,08 3 

-H 0,022 

—*.291 

—1 ,077 






1, 3 

-HO, 029 

— o,o 33 

-ho,o 3 i 







2, 3 


-HO, OU 

— o,o36 


— 3 , i 

—0,00 3 

— 0,008 

-HO, OO7 

—0,028 






—‘2, I 

-ho,oi6 

0,000 

— 0,048 

-ho,oG7 






— * . * 

— o,o 36 

-ho,o 3 T» 

-HO, 10 O 

—0, 102 

-3, 4 

-HO, 00.4 

-HO, OIO 

—0 ,014 

-HO, 043 

o , I 

—0,018 

-ho, 486 

-H2, »5o 

-H1,iiG 

-a, 4 

—0,01 1 

—0,016 

-HO,o 52 

—0, i 36 

>, • 

—0,026 

•HO, 027 

— 0,080 


4 

■HO, 019 

-HO, 016 

—0, io 3 

-3-0, a 

2, I 

-HO , 012 

— 0,016 

•HO, o 46 

-Ho,oG 3 

0, 4 

— 0,009 

— 0,632 

— 0.a3y 

- 3 - 0 , 4 ;' 

3 , i 

— 0,004 

-Ho,oo 5 

— 0,010 

— o,oi 5 

>. 4 

-HO, 007 

-HO, 009 

-HO, 004 

— o,oo 5 






a, 4 

—0,002 

— o,oo 5 

—0,007 

-H 0,01 5 

- 3 , a 

—0,011 

—0,020 

-ho,oi 3 

—0.0.39 






—2, 2 

-HO , 06') 

t o,oi )3 

—0,1 55 

- 3 - 0 , 

- 3 , 5 

— 0 , oo 3 

•HO, 001 

-HO, 028 

-H 0,007 

— 2 

°. * 4 / 

— 0 , n p 

-HO, 375 

—0,595 

—a. 5 

-ho,oo 5 

— o,oo 5 

—0,082 

—0,028 

O, 2 

•HO , 057 

-ho, i 55 

-t- 3 ,tgS 


— 1, 5 

— 0,00 j 

-HO, 004 

-ho, 1 35 

-H o,o , r >3 

I. 2 

—0,081 

—0,108 

— 0 , 125 

-3-0,149. 

0, 5 

-HO , 012 

—0,002 

-HO, 170 

-r 0,080 

2, 2 

-HO , 025 

-ho,o 3 i 

-1-0,074 

—0,092 

1, 5 

— 0,002 

-HO, 001 

-HO, 004 

— 0,001 j 

3 . a 

— o,oo 5 

— o,oo 5 

—0,010 

-HO, OIO 







On obtient ainsi , par l’équation (S) de l’art. 86, les ]>erturbations suivantes 
de la latitude, multipliées par le rayon vecteur: 
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1 

r o'< 


. 

m 

a co» < 

a COS < 

«j cos i 

(lit-hi’g') 

/ • (| i, i'- 

(1 u+t'g') 

Sin i Cos 1 


Sin Cos 

Sin 




1 / 

U 



O, O 

—0,073 1 — 3, 'à 

0 , 000 

4-0,007 — 3 , 4 

— o,oo 5 


O, O 

-HO.ljoif | — 2, 2 

-ho,o 3 q 

-Ho, o 34 — 2 , 4 

-HO,cX)l 


1 . O 

-+-0,087 4-0,086 ! — 1, 2 

— 1 ,084 

—■.559 —1.4 

-+o,io 5 


1,0 

4-0,22601 — o,i 658 / i 0, 2 

4 - 0 , 296 

4-0,480 0, 4 

— o,o 5 0 


2. O 

-+-o,o 3 o —0,017 1,2 

-t -o,?2f> 

'.4 

— o,o 5 o 


i 3,0 

— 0,010 — 0,004 2 , 2 

-HO , o 35 

-t-o.ojti 2, 4 

— o,oo. r ) 



3 , 2 

-ho.oo3 

4 - 0 , 00 5 | 



— 3 , 1 

-+0,002 -+-0,012 



- 3, 5 

4-0, oi 5 

SP 

— », i 

-+■0,009 — o,o 33 — 3 , 3 

—0,029 

4-0,006 — 2, 5 

— 0,020 


— i.i 

— 0,617 4-0,067 — 2, 3 

-HO , 027 

4-0,006 — 1 , 5 

— 0.079 


O, 1 

4-0, o 65 4 - 0,366 ! — 1, 3 

-HO, 5 o 7 

—o, 4 10 ! 0, 5 

4-0,048 


1 , 1 

-+0,544 — °* 4 î>i 0, 3 

— 0,226 

-H).i52 1,5 

4-0, o 38 


2, 1 

-+-0,006 -ho, 004 *,3 

— o.atB 

4 - 0,238 : 



3 , i 

-+■0 ,oo 3 — o.ooS 2, 3 

—O.Olfi 

4-0,014 




Je n’ai point substitué dans cette expression la valeur numérique du demi- 
grand axe a , parce qu’on pourra le faire plus facilement lorsque les pertur- 
bations auront été réunies en table; c’est aussi pour cette raison, et afin que 
l'on puisse choisir à son gré le plan fondamental, que j'ai laisse, sous forme 
d’expression analytique, le cosinus de l'inclinaison de l’orbite de la comète à 
l’égard de ce plan. 

C5. Les perturbations qui dépendent des carres, des produits, etc., des 
forces perturbatrices peuvent être calculées au moyen des expressions que j’ai 
données pour cela dans les Funetamenta nova investigatinnis, etc., car elles 
sont tout à fait indépendantes des excentricités et des inclinaisons. On peut 
employer ces expressions presque sans y rien changer; mais, avant tout, il 
faut faire - o les quantités qui y sont désignées par r, a et a , car ici on 
n'a pas besoin de faire disparaître les termes multipliés parle temps. Les autres 
modifications qui pourraient se présenter sont si faciles, que chacun pourra 
les exécuter sans mon secours; je les indiquerai, du reste, aussitôt que 
j’aurai calculé un exemple ntl elles trouvent leur application. 

Les perturbations de la comète de Encke par Saturne, calculées précédem- 
ment, n’en fournissent jusqu’ici aucune application , car elles sont si petites, 
que le carré de relie force perturbatrice ne donne lieu à aucun terme sensible. 
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Le produit de cette force par celle de Jupiter ne donnerait probablement rien 
de sensible, si ce n'est peut-être quelques termes très-petits dans les varia- 
tions séculaires. La grande inégalité de Saturne doit, en tout cas, donner les 
plus grandes perturbations périodiques provenant du produit des masses de 
Jupiter et de Saturne ; et, à cause de la longue période de cette inégalité , on 
peut y avoir egard avec une exactitude plus que suffisante , en prenant pour 
g', dans les perturbations calculées précédemment , l'anomalie moyenne cor- 
rigée de la grande inégalité de Saturne. Le carré de la masse de Jupiter peut 
produire un terme sensible, soit dans les variations séculaires, soit dans les 
perturbations périodiques; le terme le plus considérable dépendant de ce 
carré dans la différentielle des perturbations de la longitude moyenne est 
d'environ a" : je ne pourrais pas, en ce moment, dire avec précision com- 
bien il peut s’agrandir par l'intégration ; on peut cependant admettre qu'une 
augmentation de quinze fois environ est la plus grande possible. Les termes 
Jc|>endants des carrés,. .., etc. , des forces perturbatrices, sont en général 
très-petits, comme on le voit dans les perturbations obtenues au moyen des 
quadratures mécaniques. 

§ V. — Réunion des perturbations absolues de la comète de Encbe, produites 
par Saturne, et leur comparaison avec les perturbations relatives. 

04. Afin de rendre l’examen plus facile , je vais mettre sous la forme la 
plus simple et réunir les perturbations produites par Saturne et calculées 
dans ce qui précède. Je les comparerai ensuite avec quelques-unes des per- 
turbations calculées par Encke au moyen des quadratures mécaniques. La 
forme des perturbations que nous avons calculées ci-dessus est : 

s sin (/'« -+- i'g') + ccos(/« -+- 1 'g' ) , 


où s et c sont des coefficients numériques. On les ramène à la forme la plus 
simple , en posant 

s b cos K. , 

c = b sin R , 

ou bien 

s — — b ' sin K’, 

c = b' cos R' ; 

la première transformation ramène les deux termes de l’expression ci-dessus 
au suivant : 

b sin (/« -f - i'g' -t- R), 
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k' cos (iu -+- i'g 1 -t- K'). 


On comprend facilement que cette transformation peut aussi s’appliquer aux 
termes multipliés par le temps. Pour plus de clarté , je répète ici les nota- 
tions déjà employées, savoir: 


ai 

t 

niz 

IV 

ris 

i 

a 


désigne l’anomalie moyenne de Saturne, à laquelle on peut ajouter sa 
grande inégalité ; 

.... l’anomalie excentrique de la comète ; 

.... le temps ; l’unité est l’année julienne ; 

.... les perturbations de la longitude moyenne de la comète ; 
.... les perturbations correspondantes du logarithme hyperbo- 
lique du rayon vecteur de la comète ; 

.... les perturbations du sinus de la latitude multipliées par le 
rayon vecteur ; 

. . . . l’inclinaison de l’orbite de la comète sur le plan fondamental 
que l’on a choisi ; 

.... le demi-grand axe de l’orbite de la comète. 


Faisons subir la transformation indiquée ci-dessus aux perturbations 
précédemment calculées de la comète de Encke , produites par Saturne ; nous 
aurons : 
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) 

4- 

O 

,t>4 

rosf 

2 M 

4- 

SÏ + 

326", 3 

) 

4- 

O 

• °4 

cos( — 

3tt 

4* 

6b +■ 

?.56",o 

) 

4- 

O 

,o5 

ros( — 

2 M 

4- 

%' + 

78", 7 

) 

4- 

O 

,4° 

cos( — 

/I 

4- 

-+- 

%",3 

> 

4r 

O 

,3a 

cos( 



6 »' -+- 

65 °, 9 

/ 

4- 

O 

, m 

r<is( 

// 


<V-t- 

G(>°, 0 

î 

— 

o" 

• 73 







-4- 

O 

, 1401 / 







4- 

o 

,123 

sin (« 

+■ 44°. 

7) 



4 

o 

, 28o3 t 

sin (« 

4- • 

îa3' 

■44') 
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ü* 

,o34 

siii ( 2 11 

-T- 

33o n ,5 ) 



-t- 

o 

,OI 1 

sin (3« 

4- 

201 ”, 8 ) 



-h 

o 

,012 

sin ( — 

3 u 

+ / + 

80 ", 5 

) 

-+- 

U 

,o34 

sin { — 

?u 

+ g 1 + 

2.85 °, 2 

) 

~ H 

o 

, 6 ao 

sini — 

u 

+ / + 

>73 ", 8 

) 

-f- 

o 

372 

sin { 


/ + 

79">9 

) 

-+• 

o 

,735 

sin { 

u 

+ / + 

3>7°,7 

) 

-h 

o 

,007 

sin { 

2 u 

+ / + 

33 ", 7 

) 


o 

,007 

sin ( — 

3u 

+ 7g'- h 


) 

-f. 

o 

,<>52 

sin ( — 

7.11 

+ ?■/ + 

4>“,° 

) 

{_ 

I 

, 8 çk) 

sin ( — 

u 

+ 2 / + 

235” 1 1 

’) 

-f- 

ü 

,564 

sin { 


*/ + 

58”, 3 

) 

V 

I 

, 7.3o 

sin ( 

u 

+v + 

53-48 

') 

4- 

o 

,o58 

sin ( 

m 

+’■/ + 

52 », 7 

) 

-•f- 

o 

,o3o 

sin ( — 

3 u 

+3/ 4- 

>68»,3 

) 


o 

,028 

sin (— 

2 u 

+ 3/ -+- 

1 2 ”, 6 

) 


o 

,65i 

sin ( — 

u 

+3 g ■+■ 

32 1 “,o 

) 

+• 

o 

,272 

sin ( 


3g' + 

1 4+, 1 

) 


o 

,355 

sin ( 

u 

+3/ + 

>37°,9 

) 


o 

,021 

sin { 

2 H 

+3/ -+- 

i38°,8 

) 

-4- 

o 

,021 

sin ( — 

3 u 

+4 / + 

2.56°, 0 

) 

-f- 

Ü 

,026 

sin — 

2 u 

+4 s 1 + 

87», 8 

i 

-h 

U 

,226 

sin ( — 

u 

•+■4 s 1 + 

62 “, 3 

) 

-4- 

o 

>"7 

sin ( 


4 g' + 

’44°>7 

) 

-h 

o 

, 108 

sin ( 

u 

+4/ ■+■ 

24 2 ”, 3 

) 


o 

,016 

sin ( — 

3u 

+5/h- 

345», 1 

) 

-h 

o 

,021 

sin ( — 

2 n 

+5/ + 

i 66 »,o 

) 

-f- 

o 

,087 

sin( — 

11 

+5/4- 

i55°,o 

) 

-H 

U 

,o5a 

sin { 


5/ +- 

338», 4 

) 

-h 

o 

,o43 

sin ( 

n 

+5/ - 1 - 

332»,! 

) 


Tel est le résultat que j’ai obtenu pour les perturbations de la comète de 
Knrke produites par Saturne ; c’est le premier exemple de ce genre qui ait été 
traité (*). 


(*) Pour compléter ce résultat, fl faudrait encore développer les termes qui dépen- 
dent de g*', et qui, par suite do l’art K7, amènent de Grands facteurs d’intégraiion. 
Quoique le calcul approximatif que j’ai fait dans ce but ne m’ait rien donné do sen- 
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63. En comptant les termes des expressions précédentes, on en trouve 
quarante-six dans les perturbations de la longitude, quarante dans les per- 
turbations du logarithme du rayon vecteur, et trente-quatre dans les pertur- 
bations de la latitude. Parmi les coefficients des perturbations de la longitude, 
en ne comptant pas les termes multipliés par le temps (c’est-à-dire les varia- 
tions séculaires) , on ne trouve que quatorze arguments dont les coefficients 
sont plus grands qu’une seconde, dix-sept dont les coefficients sont com- 
pris entre une seconde et un dixième de seconde , et enfin treize dont 
les coefficients sont plus petits qu’un dixième de seconde. Pour les perturba- 
tions du logarithme du rayon vecteur, on trouve à peu près la même propor- 
tion, et dans les perturbations de la latitude, tous les coefficients, à part deux 
d’entre eux, sont plus petits qu’une seconde. Les perturbations de la longitude, 
aussi bien que celles du logarithme du rayon vecteur et celles de la latitude, 
peuvent être disposées chacune en deux Tables. L’unede ces Tables contient les 
termes multipliés par le temps lui-méme, et a pour argument l'anomalie 
moyenne de la comète; la seconde contient tous les termes purement pério- 
diques, elle a deux arguments, savoir, l’anomalie moyenne de la comète et 
celle de Saturne. Pour calculer ces Tables, on peut d'abord prendre une série 
de valeurs uniformément croissantes de l’anomalie moyenne de la comète, et 
calculer les valeurs correspondantes de l'anomalie excentrique, et l’on substi- 
tuera successivement celles-ci dans les expressions données ci-dessus avec les 
valeurs aussi uniformément croissantes de l’anomalie moyenne de Saturne. 
A l’égard de Saturne, les Tables doivent s'étendre à toute la circonférence ; 
mais h l'égard de la comète , cela n'est point nécessaire , car nous ne pouvons 
pas l’observer dans tout son cours , et en général il serait sans intérêt pour 
nous de calculer son lieu pour des points de son orbite où elle est invisible. 
Ainsi , relativement à la comète, les Tables ne doivent être calculées que jus- 
qu’aux degrés d'anomalie moyenne avant ou après le périhélie, où elle cesse 
d'être visible pour nous. 

Une autre manière de réduire en Table les perturbations précédentes, est 
celle publiée par Gauss dans la Correspondance mensuelle. D’après cette mé- 
thode, qui est aussi applicable aux perturbations mises sous la forme que 
nous leur avons donnée ici, tous les termes qui dépendent du même mul- 
tiple, soit de l'anomalie moyenne de Saturne, soit de l'anomalie excentrique 
de la comète, peuvent être réduits en deux Tables avec un argument simple; 
cet argument est, dans le premier cas, l’anomalie moyenne de la comète , et , 
dans l’autre , celle de Saturne. Les perturbations ainsi réunies en chacune 

aiblc, cependant il pourrait bien sc rencontrer de» cas dans lesquels le calcul exact des 
coefficients de l'argument — ** -H 9 a une longue période, donnerait quelques 

secondes. 
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des deux Tables correspondantes , doivent être ramenées à la forme suivante : 
\a sin (A -+- i 'g 1 ), 

ou bien, respectivement à 

a ' sin (A'-M«). 

I.cs deux Tables donnent a et A, ou bien respectivement a' et A'; il fau- 
dra effectuer la multiplication de ces coefficients par le sinus de l’arc corres- 
pondant, lorsqu’on fera usage de ces Tables, pour calculer les lieux de la 
comète. 

60 . l’application la plus intéressante que l’on puisse faire ici des expres- 
sions données plus haut, est sans contredit leur comparaison avec les per- 
turbations calculées par Encke au moyen des quadratures mécaniques. Encke 
a fait connaître , dans le vol. IX des Astr. Nachr., n° 21 1, les perturbations 
que la comète qui porte son nom avait éprouvées pendant les trois périodes 
de i8iq h 1829; il y donne les perturbations produites par chaque planète. 
Ces résultats peuvent nous servir pour notre comparaison. J’ai tiré du Mé- 
moire que je viens de citer les données suivantes, relatives aux perturba- 
tions produites par Saturne : 



li. 


Ay. 

Att. 

Ap. 

AM. 

1819. Jan. 27,25— 1822. Mai 2$,o 
i8i<j.Jan. 27, 25— « 825 . Sep. « 6,3 
1819. Jan. 27,25— 1829. Jan. 9,72 

H 

— i5,«4* 
—«5,985 
— «0,903 

H 

— 7.9 '5 

— «0,298 
- 10,735 

tt 

—25,75a 

-27,527 

—14.950 

—2, «88 
—2,071 

— ».o4i9'i 4 

— o.oifmGS 

—0,023442 

— 68,019 

- 79- 2, 9 

— 124, 3 |o 


Les temps auxquels correspondent ces perturbations sont si rapprochés des 
instants du passage par le périhélie , que nous pouvons sans danger, dans 
notre comparaison, les prendre pour ces instants. 

Ai signifie ici les perturbations de l’inclinaison relativement à l’écliptique ; 


AQ de la longitude du nœud ; 

a o de l’angle de l’excentricité ; 

An de la longitude du périhélie; 

ap du moyen mouvement diurne; 

AM de l’cpoquc de l’anomalie moyenne. 


On trouve facilement qu’à l’époque du passage par le périhélie, les per- 

10 
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lut bâtions delà longitude moyenne, celles (lu logarithme hyperbolique du 
rayon vecteur (exprimé en secondes comme plus haut), et celles de la lati- 
tude sont liéés aux perturbations ci-dessus de Encke, par les expressions 
suivantes : 


(i — e)’ . . i .(l — e) 1 

-, i' — ’■ sin • - 1 t 1 aQ , 

V i — c’ * y i — e’ 


a A u 

' = — 5 - R — A? Y/ î 

3 u T V i — c 


vs ... _ 

= sm w Ai — sut i cosw A , 

cosi 


où ('désigne l'excentricitc , w la distance du périhélie att nœud ascendant, 
i l’inclinaison à l’écliptique , et R = ao 6 265 ". 

Au moyen des valeurs numériques 

<., = i82"4<)', 

c = «,8447. 

i = i 3°2 i', 
p = 1077", 

les expressions ci-dessus se changent en les suivantes : 

nSz — AM -+- o,o448 A- — o,ooi?.aQ, 

*e = — 1 27 ,6 A ft — 3,4q8 Ae, 

= — 0,0 41)! Ai -t- o,a 3 o 6 A Q . 

cosi 

On obtient ainsi , pour les trois périodes indiquées plus haut, 

, n " o , it d s 

nvz — — 07 ,01, «• = -+- ni ,11, ; = — 1 ,00; 

eosi 3 

= —79,30, =-(-100,78, = — 1 , 5 () ; 

= — 124 ,42, =+ 54 , 54 , =— 1 ,94. 

Pour comparer ces valeurs de nftz avec celles que donnent les perturbations 
absolues , il faut avoir égard au terme proportionnel au temps que peut 
avoir produit dans AAI la double intégration par les quadratures mécaniques, 
comme nous l’avons indiqué dans l’Introduction ( page 6 ). Désignons par x 
la valeur de ce terme pendant une période de la comète ; et remarquons que 
les trois périodes ci-dessus sont si près d’etre égales entre elles, qu’on peut, 
pour le but que nous nous proposons, supposer une égalité complète; alors. 
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au lieu des valeurs qui precedent, nous aurons pour /nîz les suivantes: 

«oc = — 67", 81 — x, 

= — 79 ,3o — jj, 

= — 17.4 ,4-* — 3x, 
t|ui serviront à notre comparaison. 

G7. A l'instant du passage par le périhélie, on a « = o; substituons 
cette valeur dans les expressions générales des perturbations absolues don- 
nées dans les art. 39 , GO et G2. Alors nous obtenons, |>our ce même instant, 


no z = -+- o",o6 — 

■ ",7298(4- 

i",4o 

sin g 7 — 

i4",68 

cos g 7 


4- 22 ,33 

sin 2g' 4 - 

20 ,61 

cos 2 g 7 


— 

fi ,4 1 

sin 3 g' 4 - 

8 , 5 o 

ros 3 g' 


— 

2 ,66 

sin 4 g / — 

2 ,85 

cos 4 g 


4- 

1 ,33 

sin 5 g' — 

1 ,00 

cos 5 g' 


4- 

O , 2.5 

sin 6g 7 4- 

0 ,63 

cos6g'. 

u==— i",o 5 — 

0 ’ 7 ,l 3 l 2 ( -t- 

“",67 

cos g 7 4- 

9 ''. ‘ 7 

sin g 7 


4-33 ,18 

cos 2 g 7 — 

2 9 >77 

sin 2 g 7 

' 

— 

9 > ül 

cos 3 g 7 — 

1 1 ,63 

sin 3 g 7 


— 

3,37 

cos 4 g 7 4 - 

3 ,91 

sin 4g 7 


4 - 

1 ,78 

cos 5 g 7 4 - 

1 ,18 

sin 5 g 7 


4 - 

0 , 3 i 

cosGg 7 — 

0 ,78 

sin 6g 7 , 

0* « / 

= — 0 ,040 — 

cosi 

0", i 658 t 4- 
4 - 

o",o 5 g sin g' — 
0 ,096 sin 2g-' 4- 

o", 53 o 
0 ,044 

cos g 7 

COS 2 g 7 


4- 

0 ,049 

sin 3 g 7 4 - 

0 ,o.{ 1 

cos 3 g' 

« 

— 

0 ,008 

sin 4 g 7 4- 

0 ,018 COS 4 g' 


— 

0 ,008 sin 5 g' 4 - 

0 ,001 

cos 5 g'. 


Pour les quatre époques employées plus haut dans les calculs de Encke, 
et qui sont relatives au méridien de Paris, j'ai tiré des Tables de Saturne de 
M. Bouvard 

g' — 266“ 8 , 

= 3ofi 4 2 , 

= 3.47.13, 

= 27.44 . 

IO. 
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Kn substituant ces valeurs dans les expressions précédentes , et en y faisant 
t — o pour la première de ces cjnatre époques , on obtient les perturbations 
absolues suivantes : 


= — 45 , 7 °* 
= — 7 > 9 °> 


«’ — 66" 89, 

= -+- 78,92, 
= ■+ 35 , 02 , 


Sx 

cos i 


o" o 1 ; 

i)' 4 ; 

■ ,64; 


— 5 ,i 6 , 


= — I?, 02, 


— 1 > 99 - 


En retranchant les premières de ces valeurs de chacune des trois suivantes , 
nous aurons ainsi , pour les trois périodes adoptées par Encke , les perturba- 
tions relatives suivantes : 


ndz — — 19" 93, 

«■ = -f- g 5 " 8 i, 

cos i 

‘ 3 ; 

= + 17,87, 

— +101 ,91, 

— — 1 , 

63 ; 

= -p 20,61, 

= + 54,87, 

= — >1 

,98. 

Nous pouvons immédiatement comparer ces 

valeurs de w et de 

Sx 

: avec 

cos 1 

celles données plus haut qui 

proviennent des calculs de Encke ; 

en retran- 


chant celles-ci des précédentes, nous aurons les différences suivantes: 


Pour le loi;, hyperb. du rayon vecteur. Pour la latitude relativement au pian de l'orbite . 

— l",7°’ *+- °",o4; 

— t",i3, -t- o",o4; 

— o", 33 , -I- o",o 4 . 


On voit immédiatement que ces différences dans les perturbations de la latitude 
sont très-petites ; pour pouvoir porter un jugement plus certain sur les autres, 
je les ramènerai à l’unité ordinaire de la distance au Soleil. Divisons ces diffé- 
rences du logarithme hyperbolique du rayon vecteur de la comète, exprimées 
en secondes , par le nombre de secondes de l’arc égal au rayon ( par 206 265" ) ; 
alors elles seront exprimées par un nombre abstrait. MultiplionS-les par le 
module des logarithmes de Briggs (log = g, 638 . . .); on aura alors les dif- 
férences de ces derniers. Multiplions de nouveau celles-ci par la valeur du 
rayon vecteur de la comète au périhélie (= 0 , 3447 ), et nous aurons les dif- 
férences suivantes, exprimées en unités de la distance de la Terre au Soleil : 
Pour le rayon vecteur. 

— 0 , 0000012 ; 

— o , 0000008 ; 

— o , 0000002 ; 

ou voit qu’elles sont aussi très-petites. 
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Pour comparer les valeurs «le n'tz , égalons entre elles les valeurs trouvées 
de part cl d’autre dans les deux calculs, 

— i = — (vj",8t — -r, 

•+■ '?". 8 7 =— 79"> 3 ° — 7JC ' 

-+- ?.o",6i — — u4",47 — 3 a-, 

ou bien 

T = — 4 7", 88, 

2 X = — 97", 17, 

3 x = — i 45 ",o 3 ; 


si nous cherchons la valeur de l'inconnue -r qui satisfait le mieux à ces équa- 
tiens, nous aurons 

•r =- 4»", 347, 

et en substituant cette valeur, il en résulte les différences suivantes entre les 
perturbations en longitude de Encke et les miennes : 

— o\47, 

■+■ °>48> 

0,0 I . 


Ces différences , de meme que celles trouvées plus haut pour les perturbations 
du logarithme du rayon vecteur et pourcelles de la latitude , sont plus petites 
que l’on ne s’y serait attendu pour des résultats calculés par des méthodes 
aussi différentes que celles-ci . 

On voit en même temps, par cette comparaison , que le terme propor- 
tionnel au temps qui se produit dans les perturbations de l'époque calculées 
par les quadratures mécaniques , peut devenir en peu de temps sensiblement 
plus considérable que les perturbations de la longitude qui ont lieu iccllc- 
ment ; en effet, on vient de trouver que le montant de ce terme pour chaque 
révolution de la comète est —48,3 ) tandis que les plus considérables des 
perturbations absolues de la longitude qui aient lieu réellement dans cette pé- 
riode se montent seulement à 45", 7. 


68. Il resuite des équations (C) de l’art. 31 , que les perturbations de la la- 
titude obtenues plus haut pour le moment du passage par le périhélie, ne sont 
autre chose que les perturbations Sp, prises avec un signe contraire. Les 
perturbations ir/,, qui s’évanouissent au périhélie dans les perturbations de 
la latitude, n’ont pas été comparées, dans ce qui précède, avec les calculs de 
Encke. Je vais encore faire ici cette comparaison. Dans ce but, si dans 

iîi 

rosi 


l'expression numérique de donnée à l’art. 62, on fait l’anomalie excen- 
1 ros, 
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trique u — o, on aura, pour l'instant du passage au périhélie. 


°'/i 

rosi 


= -t- o",235 -h 


o", 4 2 2 i t 2", i 65 cos£' -h o ",954 sin g' 

-+- 3 ",3680057/»' — 4 >79 2 s ' n ’zg' 

— 1 ", 53 g cos 3g' — 1 ",21 5 sin 3 #" 

— o”,3o 9 cos 4 g" + o",629 sin 4ff' 
-t- o",255 1 os 5 g 1 -r* o", 1 1 1 sin 5g' ; 


et maintenant si l’on y substitue les quatre valeurs de g' trouvées dans 
I article précédent, on trouvera, pour les quatre époques indiquées. 



cosi 


7 ,°°i 
8", 35, 


= + 8 ", 9 2 , 

= -h 3",<)5 ; 

et ensuite pour chaque période, en soustrayant la première de ces valeurs. 


de 1819 à 1823, 

1819 à 1028, 
1819 à 1829, 


3<f, 
cos I 


i5",35 ; 


= -t- i5",92; 

= -t- “Ag 5 - 


La formule qui peut servir pour la comparaison avec les perturbations de 
Encke est 


_ 


cosmAi -h sin I si ri A Q ; 


en y substituant les perturbations de Encke, citées plus haut, elle donnera 
pour ces mêmes périodes : 

3q, 

= -t- i5 , 21 , 

cosi 

= •+- 16", 09, 

= -t- I t",ot. 


I -es différences avec mes résultats seront ainsi : 


-+■ o",t4, 

— °"> * 7 > 

— o',o6, 

qui sont egalement très- petites, et, rnmme on voit, dans les limites des dif- 
férences admissibles. 


loi 


§ VI. - — Divelop/M’incnt des perturbations qui proviennent de la réaction de 
la planète sur le Soleil. 


09. Les perturbations de la comète cpii résultent de la réaction de la pla- 
nète, et qui sont exprimées dans la fonction perturbatrice par le terme 

né r ..... 

— jjf^rr r' ‘ “ ’ 80 con, l >t ' nscr,t > dans le cas que nous avons considère jus- 
qu’ici, avec le premier terme du développement des perturbations directes, 
comme on l’a montré dans le § I". Dans le second cas, que je traiterai dans 
la seconde partie, ce ternie se réunit , comme je le ferai voir, avec les deux 
premiers ternies du développement des perturbations directes, de telle ma- 
nière que ces trois termes réunis sont intégrables par une expression finie. 

Quoique pour cette raison, dans ces deux cas, le développement spécial 
des perturbations qui proviennent de la réaction de la planète sur le Soleil 
soit superflu, cependant comme il peut arriver que, dans le troisième cas 
(art. 2), on trouve quelque avantage à les développer séparément, je n'ai pas 
pu ine dispenser de donner ici ce développement. Du reste, il est si simple, 
lorsque l’on fait usage des principes développes dans ce qui précède , que pour 
cette seule raison il serait intéressant de le faire connaître. 


70. Désignons par il” la partie de la fonction perturbatrice qui provient 
de la réaction de la planète sur le Soleil , nous aurons , d’après ce qui pré- 
cède, 


il" = — 


11. 


Dans l’art. It on a posé 


Il = A ros f -4- Bsin/. 


Lorsqu'on y introduit les coordonnées employées plus liant, 
x — - cos /", 


y = stn /, 


eette expression devient 


a a 

11 = A-a: + B - r; 


on obtient ainsi 


ni a m n 

a" — — - Ax — Ri 

M -+- ni r ' M -t - m r ' ' 
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et ensuite , par la différentiation , 

m' a 

\dx)~ M ■+■ m A ’ 

/ </Q° \ m' a 

\ rf/ / M 4- /n "?• ’ 

d où il suit que ces quotients différentiels sont indépendants des coor- 
données de la comète. Par suite de l’art. 8, les quantités A et B ont la 
forme 

A = ros’ilcosf/' — aK) -f- sin^Icosf/' 4 - 2N), 

B = cos ! }Isin(/' — aK) — sin’|I sin(/' 4- 2N). 

Posons maintenant 


{?) Cm/ ' = “■ ( p) ’ si» /' = fc 


siniff , 


et établissons les équations de condition 


a, = p, = — p_, ; 

nous aurons 


( r ' j A — COS ’iI^ |“| + p.jcos (ig' — 2K) 

4 - sin’^I^ j a , 4- p, J cos ( ig’ 4- 2N), 

(7) B = «*ü2_ {“< -+- P*) sin ('^ — aK) 

— {«/ + p, j sin (ig 1 4- 2N). 

Soit encore 

R ' = ~ snr^i ' 77^7. (?) !“• + P*|î 

alors il viendra 


fl /rflV’N 

7 fZ 7 > V rfx / ~ coï ’t I îR . cos(^' — 2K) 4- siB^IiR,cos(/f' 4- 2ü) r 
7737 , = cos ’ ï I-R. sin (ig’ - 2K) - sin’iIïR,sin(/^ 4- aN). 

Pour abréger, j’ai supprimé ici la désignation des limites des sommes, car 
elles sont les mêmes que plus haut. Substituons maintenant ces expressions 
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des quotients différentiels de la fonction perturbatrice, dans l'expression de 
T cit donnée à la fin de l’art. 89 , et posons 

r — sin y, 

il en résultera 


-j- = ÿsiny eos’ÿy cos’ ÿlïR, sin ( — 2« 4 - ig 1 — 2K.) 

— siny cos’ ÿy cos' ÿ IïR, sin( — v — u 4- ig' — 2KI 

— cos’ÿy{i 4 - 2 cos* | y) cos’ÿlïR, sin( — <1 4-ig' — 2K) 
4 - 3 cos'ÿy cos’ÿlïR, sin( — v-hig ’ — 2K) 

- 4 - cos’ ) y cos’ÿlïR, sin(» — zu + ig ' — 2K.) 

4 - ÿ siny cos’ÿlïR, sinfig' — 2K) 

— sin<p(x -t- cos’ÿy) cos’ÿlïR, sin( — v-hu-hig' — 2K) 

— sin q>( 1 -I- sin’ ÿ y) cos’ÿlïR; sin(w — u + ig 1 — 2K) 

— sin’ÿy(i -t-2sin , 7^)cos , YlïR,sin(« + i^' — 2K) 

-+- sin’ ÿy cos’ ÿlïR, siu ( — v-+- zu+ig ’ — 2K.) 

4- 3 sin’ÿy cos’ÿlïR, sin(» 4 -ig / — 2K) 

- 4 - ÿ sin y sin’ÿy cos’ÿlïR, sin(2« 4- ig 1 — 2K.) 

— sin y sin’ÿ» cos’ÿlïR, sin (o -+- u -t- ig' — 2K.) 

— y sin y sin’ÿy sin’ y IïR, sin( — 2«4-ig'4-2N) 

-t- sin® sin’ÿy sin’ÿIïR;( — v — « 4 -ig' 4 -aN) 

-I- sin’ÿy(t 4 -asin’ÿy)sin’ÿlïR,sin( — « 4 -/g' 4 -aN) 

— 3 sin’ÿy sin’ÿlïR, sin ( — v4-ig / 4-2?() 

— sin 1 y y sin’ - IïR, sin (v — 2 u 4- ig' 4 - aN) 

— ÿsiny sin’ÿ IïR, sin (ig 7 4 - aN) 

-t- siny(i 4 - sin’ÿy) sin’ y IïR, sin ( — v 4 - « 4 - ig' 4 - 2N) 

4- siny(i 4 -cos’ÿy) sin’ÿlïR, sin(u — u 4 - ig' 4 - aN) 

4 - cos’ÿy(l 4 - 2 cos’ÿy) sin’ÿlïR, sin (u 4 - ig' 4 - aN) 

— cos’ ÿysin’ÿ IïR; sin ( — v 4 - a« 4 - ‘g' — aN) 

— 3 cos’ÿysin’ÿIïR, sin (v 4- ig 1 4- aN) 

— ÿ sin y cos’ÿy sin’ÿlïR, sin(2« 4- ig' 4 - aN) 

4 - sin y cos’ÿy sin’ÿlïR, sin(» 4 - « 4 - ig 1 4 - 2N). 

On voit que la seconde moitié des termes de cette expression s'obtient au 
moyen de la première ; il faut seulement multiplier par tang’ ÿ I et changer 
les signes algébriques en changeant en même temps — K en N , — v en v et 
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— u en u. La multiplication par tang’-J 1 est ilone le seul calcul qu'exige la se- 
conde moitié lorsque la première est déjà calculée. L’intégration s’exécutera 
selon les règles données dans le § IV. A la (in du calcul, on peut , par la mé- 
thode connue, réunir en un seul chaque couple de ternies dont les arguments 
ne diffèrent que par — 2 K et aN. . 

71. L’expression trouvée à l’article précèdent pour IV donne 

!d II* N m' r 

UH / M -f- m r' 1 ' 

et, par suite de l’art. 20, 



m' a 
Sf -|- m r' 1 


sinl sin [f H- N — K.); 


cette expression, de même que celles îles deux autres quotients différentiels 
de n*, est indépendante des coordonnées de la comète. Si nous appliquons 
ici les coefficients a, et (5, introduits dans l’article précédent, nous aurons 

(A'| sin (/' 4- N — K) = X {a, -f- S, J sin {ig' + N — K) , 


les limites des sommes étant, comme plus liant, — a? et -+- * . Posons 
maintenant 


M,= 


il s'ensuit 


= - ^ --=L^ ("Y j«,+ *,j sin I, 
M 4- /« J , __ \a'/ ? • ï 

a idQ*\ . 

(-* ) = IM ' sin te' + N - K > ; 


nous aurons ainsi, au moyen des expressions (B) de l’art. SI, 

~ — ^ cos ©ïM, cos ( — // 4- ig? 4- N — K 

n cos t d/ T x 

-4- jcos»£M,cos( h -f- ig' 4- N — K), 

1 ~ — sin ( — n 4- ig' 4- N — K) 

// cm t d/ 2 

4- sin ©IM, sin [ig 1 4- N — R) 

— jïM , sin (« 4- ig ' 4- N — R). 


Il faut remarquer que la lettre / , qui se trouve à gauche sous le signe cosinus, 
n’est point un indice, mais elle signihe l’inclinaison «le l’orbite de la comète 
sur le plan fondamental. 

Les expressions précédentes s’intégreront aussi d’après les règles du § IV ; 
puis ensuite, au moyen des intégrales elles-mêmes, on calculera les pertur- 
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bâtions de la latitude à l’aide de l’expression (S) de l’art. 8ti , dans laquelle 
cependant on n’aura egard , pour le cas actuel , qu’au terme multiplie par 
sin ( iu+i'g lequel, sous le signe sinus, se change en sin (in+i'g' -4-N — K). 

72. Les coefficients a, et 3, , introduits plus liant, peuvent être calculés de 
plusieurs manières ; l’une d'elles est la suivante. En différentiant par rapport 
à g les équations 

tir nr sin f tir . 

3- = , ~r =— « cos/, 

< l g \ji — e> de 

à cause de ~ — — 1/1 — e’, il viendra 
tlg r’ 

d’r a' tl'r . .a' 1 ; 

— = ac cos / -1 — — — = a sin J — \ 1 — c ; 

tlg' r‘ tle tlg r 

ainsi 

M» , 1 d’r /a\’ . , 1 d’r 

\r j aedg’ \r ) a e' dedg 

Le développement connu du rayon vecteur est 

r t / 3 5 \ 

- = I -H - e* — e — e* — etc. ros g 

a a V 8 103 / 

(1 1 i \ 

— 1 - e’ — j e‘ Yg — etc. ) cos 2 g 

— Q e‘ — éLL e > -t-etc.^ cos 3 g — ^ e‘ H-etc. j cos 4 g 

elc - ) cos - (£ e ‘ - c,c -) cos 6g ~ etc - ; 
donc, par suite des deux équations qui précèdent, on obtiendra , par la dif- 
férentiation de cette dernière expression, 


1 3,5 

“• = ié e + M ' 

2 , I t 

a, = e. — 3 e + g 6 etc » 

27 , 4o5 

= ÏB' “36* 

8 16 

«, = etc., 

3 5 


7(18 

243 

= e' — etc., 
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p. 


P. 


6 . 


P> 


P. 


P. 

P* 


o, 


5 

16 ' 


384 


otr., 


r — e' H c 1 — etc.. 

6 ta 

27 45 <J 

r6 c '-k cM - c,c - 

8 5t , 

3 e -15 e +e * C - 


3 125 
768 


- etc. , 


243 

-y— ? — etc., 

4 ° 

etc. 


11 est presque inutile de faire remarquer que , dans ces expressions , on doit 
employer l’excentricité de la planète, et que c’est pour plus de simplicité que 
j’ai écrit e au lieu de c'. 


§ VII. — Tables pour les transcendantes I' . 

1 

Pour calculer la première des Tables qui suivent , on a fait usage des séries 
du § IV et du théorème de Taylor. Pour la première moitié de cette Table, 
je me suis servi des séries ordonnées d’après les puissances ascendantes de 1, 
et, pour la seconde moitié, de celles d’après les puissances descendantes. O11 
n’a pas calculé ainsi toutes les transcendantes , mais seulement , k l’exception 
de la dernière partie de la Table , celles pour lesquelles \ est un nombre entier; 
les autres ont été calculées au moyen de celles-ci , à l’aide du théorème de 
Taylor. Si l'indice ou le module 1 reçoit un accroissement x , on aura 


r = r 


Les expressions de cette transcendante données dans le § IV conduisent facile- 
ment à 


dl‘ 

y = i;-’- r 1 , 

a A a a 


rf’I‘ 

i 

èFF 


2i' 4 - vy y 
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d‘l‘ 

À 

dF 



etc., 


îl‘ 


etc. ; 


tl’où l’on reconnaît que les quotients différentiels, par rapport à X, de ces 
transcendantes comprises entre deux autres transcendantes quelconques , sont 
égaux respectivement à la différence finie de ces demièies relativement à ». 
Il faut remarquer ici que, lorsque » est un nombre pair, un a 

c = l\. 


et , lorsque » est un nombre impair, 



et de plus que , pour les différences d'ordre impair, il faut changer les signes 
algébriques; par exemple, pour * — 4. 


F 

I'.- 

S . 

Ai'). 

Al». 

A<». 

A'». 

Al». 

I 1 1 L 

| Ci «£»'■» U 0 )J 4 -' Ci 

-Ml , 3375760 

— 0, 10 '«357 5 
—0,1139917 
- 4 - 0 , I 7 l 65 o 8 
-0.1129917 
— 0,1053575 
-4-0,3375760 

—0.4429335 
—0,0076.342 
-4-0,2846425 
—0,2846425 
-H>, 0076342 

-4-0 , 4429335 

-M», 4352993 

+0,2922767 
— 0 , 56 go 85 o 
+0,2922767 
+0,4352993 

— 0,1430226 
— o, 8 Üi 56 i; 
-t-0, 8615617 
•4-0,1430226 

—0,718539 
+i ,723123 
—0,71853*) 

+2,'|'|iCGa 
— 2,44iGG2 

— 4 , 8833-24 


i 

i 


Nous obtenons ainsi immédiatement 


rfl 1 

= 4 - 0 , 2846425 , 

d>l\ „.. „ 

— — 0,8615617, 

= -t- 2,44166*. 

etc., 


rf> i; 

77F 


----- — o , 5692850 , 


rf'i; 

"i 7F 


1 ,723123, 


d'\\ 

~dV 


= — 4,8833a4, 

etc.; 


ensuite 


;i 

I 
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lo8 


i. 

1 

1'. I i. 

! 

At* 1 . 

44). 

4 (* 1 . 

A<‘>. 

- 5 

- 3 

- 1 
! 

3 

5 

— 0,18377 (8 

-o,23SG3fi3| - °’^ J ' <i8( ' 

-H,.23ttaa +0 ’ffS!.' 
+o,.k 5 ;: ,i 8 

1 

1 ,0026757 

4-0,9950412 

— ' o.995o4ia 

-i-i 



*+**.9 977*7 
— 1 ,99008*2 

H- 1,9077 17 

-3. 987799 
"*■3,987799 

-+-7,9“5598 


d’où l’on tire immédiatement 


r/F* 

— = — o, 41)92721., 

jJT =+ 1 ,990082, 

,/*i; 

-^ÿT =— 7 . 975 '><) 8 , 

etc., 


'/’I', r / 

rfïT =~ 0.995041a, 

d*V 

-, n y =+ 3 -987799- 


etc. 


Les transcendantes du commencement et de la fin de chaque subdivision 
de la seconde Table ont été calculées par lés séries ascendantes qui convergent 
ici , presque dès leurs premiers termes , et à l’aide de l’équation de condition 
entre trois transcendantes consécutives quelconques; les autres transcendantes 
de cette Table ont été interpolées au moyen du théorème de Tavlor. 

Les colonnes intitulées a, b, c donnent les premiers, deuxièmes et troisièmes 
quotients différentiels de la transcendante en regard , respectivement divisés 
par 1, 2 «6, et ramenés à l'accroissement de l’argument des Tables pris pour 
unité. Si donc on doit calculer ces transcendantes pour ). = a, et que a soit la 
valeur de * la plus voisine de s dans la Table, si l’on désigne par h l’accrois- 
sement de cette Table , on aura 


I' =r I ' 4- a - — 7 — 4- b 


frri'~’Çrï' 


ou bien, ce qui est un peu plus court pour le calcul , 
1 * = I 4 - [« 4 - [b 4 - cjr)jr]jr. 


en écrivant y pour 


z — a 


b 
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TABLE 

I. 




5 

Ij. 

a . 

b. 

r. 

l!. 

A 

a. 

b. 

C. 

0,00 

1 

0 

— 3000 

0 

O 

-t- 5 oooo 

0 

— 63 

O.OJ 

0 jr>7 5 02 

- ! m'\ 

J 4 o« 

H- 6 

0,0)9938 

498*3 

- ■«; 

(2 

0,10 

0,990035 

;k/>» 

3463 

13 

O.OyipOl 

49 i 5 a 

373 

61 

o , 1 5 

0 ,977626 

I| 83 a 

3416 

■8 

0 ,l 483 l 9 

483 a 3 

556 

60 

o, 3 n 

0 ,960.31)8 

igCo 3 

a 35 a 

3 i| 

| 

c 

47«33 

733 

58 

o , ver» 

o,ç) 384 "o 

34337 

3370 

3 o 

0,343*468 

4 M {>3 

90.5 

56 

o, 3 o 

0,913002 

38670 

3171 

* 

0,386701 

43417 

1070 

53 

», 15 

0,881301 

31900 

ao 56 

4 * 

0,338996 

4 l (31 

iri 5 

5 o 

o» 4 ° 

0,846387 

3688 ) 

HJ 3 S 

4 (» 

0.. 36884 a 

385 a 3 

l 370 

4 ; 

o /,5 

0 , 807 ./i j 

40095 

178a 

5 o 

0.405950 

35647 

i "«4 

43 

O, 5 o 

0,7(3:3198 

44 « 3 o 5 

' 1G26 

54 

O,, 4 - 4005 1 

33.11 5 

1626 

38 

0,55 


47090 

1458 

58 

0,4 701)03 

2i)i 53 

1734 

34 

o ,(i*i 

0,6711.33 

4 s)**) 

r -*79 

61 

0,498289 

2558 g 

l 838 


0,65 

0,(12008.» 

53303 

1093 

63 

0,533033 

ai 853 

iqu6 

24 

o.-o 

0,556655 

:> 4 u )5 

•*99 

65 

0,5419)8 

■;y ;5 

< 9«9 

18 

o »7 "> 

0 , 5 ll 838 

V C‘/| 

*>99 

(i 7 

0 , 5571^7 

■ .3987 

20|6 

i 3 

o,8o 

O , 455403 

Mggo 

4 fl<> 

68 


9 D®a 

11>46 

■T 

o,8 > 

0 ,'k )7985 

"17776 

391 

fy 

0.577765 

58 1a 

20 60 

— 3 

0,90 

0,33998c 

58 i. 5 a 

- 85 

68 . 

o, 58 i 5 i 7 

■+■ 169a 

2057 


<>»*/> 

0 , 38 l 8 l 9 

58 i 16 

-+- 130 

68 

o,58ii57 

— 2 jo 5 

ao 38 

9 

1 ,00 

0 , 33389 ! 

57672 

3 aa 

67 

0,576735 

« 14 ; 

3002 

■4 

1 ,o 5 

O,l66607 

568 -; 9 

5 ao 

65 

0,568294 

lo'jlll 

* 95 » 


i ,10 

0,1 uàt ÏJ 

555 y 6 

713 

*53 

o, 555 g 63 

■ 4 a 15 

1881 

32 

1 , 1 5 

O ,o 5554 o 

53987 

896 

(ÎO 

0,539873 

«^>9 

181XI 

3 o 

l , 3 o 

-f- o,oo 35»8 

53018 

1071 

57 

o, 5 aoi 85 

ai 4 a 4 

I 7 <i 3 

34 

1 ,22 

— *3,048.84 

495°9 

1236 

53 

0,49709) 

24722 

.593 

38 

1 , 3 o 

0 ,og 68 o 5 

47082 

■389 

49 

0 , 4708!8 

27781) 

1471 

42 

1 ,35 

< 4*449 

44 «‘» 

i 53 o 

45 

0,44l60l 

3 o 6 oi 

>339 

46 

1 ,40 

o,i 85 o 36 

4 «J 7 > 

1657 

4 ° 

°. 4 ° 97°9 

33 1.36 

mj6 

49 

1 , 45 

0,334313 

37543 

1789 

35 

O , 375.'|27 

35377 

io}4 

22 

1 , 5 o 

0, 360053 

33906 

18Ü6 


O , 339059 

37307 

885 

54 

1 ,55 

0 ,393064 

30093 

“> 4 « 

•4 

0 , 3001)31 

38 g 1 ) 

720 

56 

I , 6*3 

0,330188 

a 6 i 34 

3009 

18 

0,361343 

40l86 

55 1 

«7 

1 ,<15 

0,34/1196 

33066 

3 o 56 

■3 

0,33066.1 

4 lll 6 


58 

1 * 7 ° 

0 ,364296 

■ 79 ‘3 

3o85 

7 

0,179236 

41701 

3 o 5 

58 

■ 

0,380138 

13738 

3097 

-t- I 

0, 137378 

4ii>38 

— 32 

58 

1,80 

0,391769 

<> 54 - 

3091 

- 5 

0,093 fGG 

41819 

-+- i 4 * 

• r >7 

i ,85 

0,39913» 

.5383 

3069 

IO 

o,o 538 V| 

4I378 

3 10 

56 

* . 9 ° 

o, 4 o 3556 

- ia8a 

3o3o 

l6 

-+- 0,012821 

4 °â 93 

l;'t 

54 

■ .95 

■0,401836 


» 9 î 4 

31 

— 0,0373 j) 

3 -> 18 'l 

(i 34 

.23 
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1 


Suite de la Table I. | 

I 


a . 

b. 

c. 

n- 

a . 

b. 

C . 

4 ,00 

-+- o,i;i 65 i 

-33464 

- 7*2 

-H' 

-i- 0,334636 

■+■ 14232 

—1344 

- 18 

4 ,o 5 

O, 147518 

24761 

585 

4 * 

0,247607 

11695 

1391 

■ 4 

4,io 

0, 122216 

258 oo 

454 

41 

o> 2 5;998 

9075 

i 336 

() 

4,|5 

o,og6oo6 

365 7 4 

320 

45 

0,265739 

flî 99 

i 348 

5 

4 ,a° 

0,069158 

3/079 

i 85 

45 

0,270786 

3692 

1357 

— 1 

4,1'i 

0,04193g 

373 13 

- 49 

45 

0,373131 

-h 981 

■ 35 a 

H- 4 

4,10 

-+- 0,014623 

37375 

9 - 86 

44 

0.333754 

— » 7°9 

1 335 

8 

4,35 

— o,oix 523 

05973 

318 

45 

°.tf> 97'9 

4352 

i 3 o 6 

12 

4 . 4 ° 

0.039334 

26407 

346 

4 * 

0 ,264073 

<1934 

1364 

■6 

4.45 

o,o 65 i 53 

35590 

470 

4 ° 

0 ,255902 

9 ioi 

121 1 

20 

4 , 5 o 

0,090334 

• 453 l 

588 

38 

0,245312 

11759 

1146 

33 

4.55 

0,1 >4^39 

33343 

C " J9 

36 

0 , 232)30 

1)978 

1071 

36 

4,60 

0, 1^6748 

31741 

802 

33 

O/JI7408 

ifx >38 

967 

3 o 

4,65 

o,i 57 G 55 

20041 

896 

3 o 

0 , 20 o 4>4 

17931 

894 

33 

4.70 

0,176773 

i8i63 

980 

26 

O, l 8 l 632 

' 9®9 

794 

34 

4.75 

0,1939*9 

l6l26 

io 55 

23 

0,l6l264 

21090 

686 

36 

4,8o 

0,308979 

1 Î 953 

1118 

•9 

O , 1 39525 

2235 1 

574 

38 

4,85 

0,221796 

11664 

1169 

|5 

0,1 16639 

33383 

456 

39 

4 . 9 ° 

0,232276 

9384 

1209 

II 

0,092840 

34175 

336 

4 <» 

4.95 

0,240341 

683 7 

ij36 

7 

0,068370 

24725 

2i3 

4 ' 

5,00 

0,245936 

4*47 

125 l 

-t- 3 

O ,043473 

25028 

— 90 


5 ,o 5 

0, 249030 

— 18411 

1254 

— 1 

•+- O.OiSîyO 

a 5 o 85 

+ 33 

4* 

5,10 

0,349617 

-t- 661 

1245 

5 

— 0,006616 

01897 

i 55 

4 » 

r.,i5 

0,3.47717 

3 l 32 

1333 

9 

o,o3i3i8 

2 44 ® 

374 

89 

5,20 

0,243372 

5547 

" 9 1 

i3 

o,o 55473 

33804 

38g 

3 7 

5 ,a 5 

0,336648 

7885 

■ 146 

•7 

0,078850 

33914 

5 oo 

36 

5 , 3 o 

0,227635 

10123 

1090 

20 

0,101229 

31808 

6 o 5 

3 4 

5,35 

0,216443 

12240 

1025 

23 

0,13339g 

2 o 5 oo 

702 

3 . 

5 , 4 o 

O, 2032 O 2 

14317 

<) 5 o 

26 

0,142166 

19004 

793 


5,45 

0,188062 

i 6 o 35 

867 

*9 

0 , i 6 o 35 o 

17335 

875 

26 

5 , 5 o 

0,17119» 

■7679 

776 

33 

0,176785 

i55i2 

9*7 

j 3 

5,55 

0,152768 

igi33 

678 

34 

0, 191328 

13553 

1010 

IQ 

5 , 60 

0,133993 

30385 

574 

35 

0 , 303853 

"479 

I062 

16 

5,65 

0,11 2069 

31436 

466 

*7 

0 , 2^255 

9811 

1 loi 

12 

5,70 

0,090215 

22245 

353 

38 

0,222450 

7070 

■ 1 35 

8 

5,75 

0 ,06765.4 

22838 

339 

38 

0 , 228379 

4780 

1154 

4 

5 , 8 o 

0,044616 

2 3200 

123 

3 9 

0, 232000 

2462 

1162 

-+- 1 

5,85 

— 0,021 332 

3333o 

■+• 7 

39 

o, 2333 oo 

- 189 

1*59 

- 3 

5 , 9 » 

0,001967 

23228 

— 108 

38 

0,333385 

- 1 - 3165 

i«U 

7 

5 , 9 r ' 

o,o 25 o 49 

33S98 

221 

57 

0,338983 

44^9 

1118 

10 


I 1 
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Suite de la Table I 


i. 

lî. 

a . 

b . 

c . 

ij- 

a . 

b. 

C . 

8 ,oo 

— 0.' 74899 

- 9 ° 4 ° 

-1- 9 “ > 

-+-i 3 

-t- 0,090397 

— 180 55 

- 394 

-H 3 | 

8 ,o 5 

0 , 1 83 ou \ 

7 “J® 

957 

10 

°»® 7'979 

■87 îu 

3 oo 

32 

8, io 

0,18927”» 

sage 

gf »3 

7 

0,0.52962 

192.54 

■204 

3 i 

8 , .5 

0 , 1 g 36 o 3 

3354 
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0,163420 

9377 

841 

■4 

8,80 

0 ,o 863 o 8 

' 7 ' 9 i 

383 

29 

“>' 7 ' 9|5 

7656 

879 

1 1 

8,85 
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Suite de la Table II. 


1. 

II’- 

a . 

b . 

c . 

X. 

I I‘. 

a. 

b . 

C. 

3,0 

0,0001327 

-+- 5 i 5 

+ «9 

■+• 7 

3,0 

0,0000297 

-+* 127 

+ 24 

-t- 3 

3 ,t 

0,0001941 

725 

121 

II 

3,1 

0,0000 | 5 i 

1 85 

34 

4 

3,2 

0,0002798 

1002 

i 5 g 

i 5 

3,2 
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5 

3,3 
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208 
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3,4 

O ,0005569 

1842 
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23 
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0,0001436 
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85 
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43 . 

32 

3,6 
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l48 

■3 

3.7 
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38 

3.7 
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i 3 .. 

• 9 * 

l6 

3 , H 
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5379 

661 

45 
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>747 

43 

«9 

3.9 
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8 o 3 

5 i 
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2295 
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23 

4.0 

0,0032749 

8604 

967 

58 

4 .» 
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383 
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X 
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*. 

C . 

X. 

«r- 
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0,0001524 

-+- 463 

-h 64 

-h 5 

5,0 

0,0000431 

5,1 

o,ooo 2 o 56 

606 

8l 

6 

5,1 

o,oooo5g6 

5,2 

0,0002750 
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io 3 

8 

5,2 

o,oooo 8 i 5 

5,3 

o,ooo 365 o 

1019 

128 

9 

5,3 

0,0001 106 

5,4 

0,0004806 

i 3«4 

159 

11 

5.4 

0,0001489 

5,5 

0,0006281 

|658 

195 

<3 

5,5 

0,0001990 

5,6 

0 

ce 
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23 g 

|6 

5,6 

0,0002638 

5.7 
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2619 

29> 

•9 

5,7 
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5,8 

o,ool 3423 

325 g 

35 o 

21 

5,8 

o,ooo 4538 
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0,0017054 

4026 

418 

4 
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o,ooo 588 q 
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27 

6,0 

0,0007590 
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Suite de la Table 


6,o 

0, oooxS i a 

■+■ 681 

84 
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0,0007044 
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Suite de la Table II. 
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86 
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36 

2 
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G 

9,3 
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44 

3 
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64 

4 
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9 

' 9 . fi 
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5 

9.7 
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11 
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i 3 
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128 
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10,0 

0,0008243 

1G.54 

i 5 o 

8 


FIN. 


Digitized by Google 




Digitized by Google 


KHHATA. 


Dan* le § LU (depuis l’art. jusqu'à Kart. 57^ pages 2 ] « 87 ), on a écrit partout 
»« et n, à la place de v et »>, ; il faut rétablir cette dernière notation pour la mettre en 
harmonie avec celle des art. et suivants. 


Page m, lignes 22 et 2 ^ nu heu de 
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